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1

第1章 情報幾何–スカラー正規分布多様体–

オリジナル 2023-5-30, 間違い修正版 2023-5-31

情報幾何に対する理解を深めるため，簡単で，なじみ深いスカラー（1次元）正規分布の多様体を考え，測地
線，2点間の最短距離，曲率などを（微分幾何学でふつう使われる）リーマン接続を用いて計算してみた．これら
の計算は，情報幾何の特徴をなす考え方–双対接続，アルファ接続，双対平坦性–などを用いていないため，情報
幾何の本流の議論ではない．

1.1 フィシャー計量

1.1.1 統計モデル

p(x|θ)を確率変数 xでパラメータ θ = (θ1, . . . , θn)を持つ確率（密度）分布とする．確率密度分布は以下の条
件を満たす．

{p(x|θ) : Ω → R | p(x|θ) > 0,

∫
Ω

p(x|θ)dx = 1}

すると，

M = {pθ = p(x|θ) |θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Θ}

を n 次元統計モデルとよぶ．この M は θ = (θ1, . . . , θn) を座標系とする多様体とみなす．「統計モデル M を

θ = (θ1, . . . , θn)を座標系とする多様体と同一視する．」と言うこともできる．

例 (1)： スカラー正規分布 Ω = R, n = 2, θ = (µ, σ)として

p(x|θ) = p(x|(µ, σ)) =
1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]

例 (2)： 任意の離散分布，Ω = {x1, . . . , xn, xn+1}, θ = {(θ1, . . . , θn) | θi > 0,
∑n

i=1 θi < 1} として，

p(xi|θ) =

θi (1 ≥ i ≥ n)

1 −
∑n

i=1 θi (i = n + 1)

例えば，さいころの場合 n = 5，θ1 = θ2 = · · · = θ5 = 1/6である．この確率分布は 5次元多様体の 1点になる．
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1.1.2 フィシャー情報行列

統計モデルM = {pθ = p(x|θ) |θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Θ}に対して，

gij(θ) = Eθ [∂il(x|θ)∂j l(x|θ)] =
∫

∂l(x|θ)
∂θi

∂l(x|θ)
∂θj

p(x|θ)dx

をフィシャー情報行列と呼ぶ．

∂i =
∂

∂θi

l(x|θ) = log p(x|θ)

Eθ[f ] =
∫

f(x)p(x|θ)dx

である．また，gij(θ)を (i, j)要素に持つ行列をG(θ)と書く．このとき，G(θ)は対称行列（gij = gji）であり，

任意のベクトル c = (c1, . . . , cn)に対して，

cT G(θ)c =
∑
ij

cicjgij(θ) =
∫ ∑

ij

cicj ∂l(x|θ)
∂θi

∂l(x|θ)
∂θj

p(x|θ)dx =
∫ ∑

i

(
ci ∂l(x|θ)

∂θi

)2

p(x|θ)dx ≥ 0

であるので，G(θ)は半正定値行列である．ここでは，G(θ)が正定値行列となる場合に話を限定する．これによ
り，gij はリーマン計量とみなせる．このとき，gij をフィシャー計量と呼ぶ．

ところで，フィシャー計量の定義式は

gij =
∫ (

∂

∂θi
log p(x|θ)

)(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ)dx

である．ここで，よく使う式変形のトリック(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

1
p(x|θ)

p(x|θ)
(

∂

∂θj
p(x|θ)

)
=

∂

∂θj
p(x|θ)

を用いれば，

gij = −
∫ (

∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ)dx = −Eθ [∂i∂j l(x|θ)] (1.1)

を得る．証明の詳細は第 1.4.1節に示す．

1.1.3 フィシャー計量のもっともらしさ

n次元統計モデル，

M = {pθ = p(x|θ)|θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Θ}

において，図 1.1に示すように，パラメータθが θ → θ+dθと微小変化したとき多様体上の点 p(x|θ)は p(x|θ+dθ)
と変位する．θ → θ + dθにともなう，パラメータの微小変位 dθと，多様体上の微小変位 dsの関係を導く．

2点 p(x|θ)，p(x|θ + dθ)間の微小距離は，KLダイバージェンスを用いて，

ds2 = KL[p(x|θ)‖p(x|θ + dθ)] =
∫

p(x|θ) log p(x|θ)dx −
∫

p(x|θ) log p(x|θ + dθ)dx
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M

p(x|θ)p(x|θ+dθ)

ds2

図 1.1: パラメータの微小変位d„と，多様体上の微小変位dsの関係は，KLダイバージェンスを用いてds2 = KL[p(x|„)‖p(x|„+
d„)]と表される．

と与えられる．右辺をテイラー展開すると，

ds2 = KL[p(x|θ)‖p(x|θ)] +
(

∂

∂θi
KL[p(x|θ)‖p(x|θ)]

)
dθi +

1
2

(
∂2

∂θi∂θj
KL[p(x|θ)‖p(x|θ)]

)
dθidθj

である．右辺第 1項はゼロである．第 2項は

∂

∂θi
KL[p(x|θ)‖p(x|θ)] =

∂

∂θi

[∫
p(x|θ) log p(x|θ)dx −

∫
p(x|θ) log p(x|θ)dx

]
であるが，右辺第 1項は定数である（θは動かさない）．右辺第 2項の log p(x|θ)の θが変数であるので，

∂

∂θi
KL[p(x|θ)‖p(x|θ)] = −

∫
p(x|θ)

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
dx = −

∫
p(x|θ)

(
1

p(x|θ)
∂

∂θi
p(x|θ)

)
dx

= −
∫

∂

∂θi
p(x|θ)dx = − ∂

∂θi

∫
p(x|θ)dx = − ∂

∂θi
1 = 0

したがって，第 2項もゼロである．第 3項は，1.4.1節の導出を使って，

∂2

∂θi∂θj
KL[p(x|θ)‖p(x|θ)] = −

∫
p(x|θ)

∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)dx =

∫ [
∂

∂θi
log p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
dx

=
∫ [

∂

∂θi
log p(x|θ)

] [
1

p(x|θ)
∂

∂θj
p(x|θ)

]
p(x|θ)dx =

∫ [
∂

∂θi
log p(x|θ)

] [
∂

∂θj
log p(x|θ)

]
p(x|θ)dx

= Eθ

[(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)]
= gij(θ)

であるので，結局，

ds2 =
1
2
gij(θ)dθidθj

を得る．つまり，フィシャー行列を計量とすれば，パラメータ θの微小変化 dθi に対応する，多様体上の位置の

微小変位 ds2 を（1/2倍を無視して）
ds2 = gijdθidθj

と第 1基本形式の形で表すことができる．フィシャー行列は正定値行列であるので1，フィシャー行列を計量とす

ることにより統計モデルM はリーマン多様体となる．

1実際には，非負定置（G º 0）なので，正定値（G Â 0）になる場合に話を限定する．
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1.1.4 1次元正規分布の多様体

N (x |µ, σ) = p(x |µ, σ) =
1√
2πσ

exp
(
− (x − µ)2

2σ2

)
であり，

log p(x |µ, σ) = − log
√

2π − log σ − (x − µ)2

2σ2

である．多様体M は

M = {p(x |µ, σ) |µ ∈ R, σ ∈ R+}

と表せる．ここで，R+ はゼロを含む正の実数領域を表す．

フィッシャー計量を用いるのに式 (1.1)を用いる．そのため，まず，

∂2 log p(x |µ, σ)
∂µ2

= − 1
σ2

∂2 log p(x |µ, σ)
∂µ∂σ

= −2
x − µ

σ3

∂2 log p(x |µ, σ)
∂σ2

=
1
σ2

− 3
(x − µ)2

σ4

を計算する．これらを用いて，

g11 = −Eθ

[
− 1

σ2

]
=

1
σ2

g12 = g21 = −Eθ

[
−2

x − µ

σ3

]
= 0

g22 = −Eθ

[
1
σ2

− 3
(x − µ)2

σ4

]
= −

(
1
σ2

− 3
Eθ[(x − µ)2]

σ4

)
=

2
σ2

したがって，θ1 = µ，θ2 = σとすれば，

G(θ) =
1
σ2

[
1 0
0 2

]
を得る．したがって，M の第 1基本形式は

ds2 =
1
σ2

[dµ, dσ]

[
1 0
0 2

][
dµ

dσ

]
=

dµ2 + 2dσ2

σ2
(1.2)

を得る．さらに座標変換 (µ, σ) → (x, y) = ( µ√
2
, σ)を行い，この (x, y)で計量を表せば，

ds2 =
dx2 + dy2

y2
(1.3)

と表せる．

領域 {(x, y); y > 0}に対して定義された式 (1.3)の計量はポアンカレの上半面モデルとかポアンカレ計量と呼ば
れており，ロバチェフスキーの双曲線幾何学として良く知られているものである．
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1.2 正規分布間の距離の計算

1.2.1 ユークリッド距離

スカラー正規分布多様体M の 2点 p1(x|(µ1, σ1))と p2(x|(µ2, σ2))のユークリッド距離 dE は，

d2
E = (µ1 − µ2)2 + (σ1 − σ2)2

である．しかし，ピーク中心の隔たりとピークの広がり方の隔たりを同じに取り扱っていて，合理的とは思えず．

1.2.2 ポアンカレ計量における測地線

測地線方程式

2つの正規分布が与えられたとき，その間の距離を計算してみる．そのために，ポアンカレ計量における測地
線の方程式を導く．この計量は

g11 =
1
y2

, g12 = g21 = 0, g22 =
1
y2

と表される．1.4.2節の議論により，ゼロでないクリストッフェル記号は

Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
22 = −1

y
Γ2

11 =
1
y

である．これらを測地線の方程式

∂2x1

∂s2
+ Γ1

ij
dxi

ds

dxj

ds
= 0

∂2x2

∂s2
+ Γ2

ij
dxi

ds

dxj

ds
= 0

に代入すれば，弧長パラメータ sを用いて，（さらに，x1 → x, x2 → yと書き直して）測地線方程式

∂2x

∂s2
− 2

y

dx

ds

dy

ds
= 0 (1.4)

∂2y

∂s2
+

1
y

(
(

dx

ds
)2 − (

dy

ds
)2

)
= 0 (1.5)

を得る．

測地線方程式の解

連立微分方程式（(1.4)と (1.5)）を解いて解を求める．

まず，式 (1.4)から，y 6= 0より，sでの微分を x′ や y′ と表し，

x′′

y2
− 2x′y′

y3
= 0
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を得る．これは， (
x′

y2

)′

= 0

に等しいので，

x′ = ay2

を得る．ここで，aは積分定数である．a = 0の場合，

x′ = 0 → x = c

と言う解を得る．すなわち，a = 0に対応する解として y軸に平行な直線を得る．

次に，式 (1.5)から，
y′′

y
− (y′)2

y2
+

(x′)2

y2
= 0 →

(
y′

y

)′

+
(x′)2

y2
= 0

を導くことができる．これに，x′ = ay2 を代入すると，(
y′

y

)′

+
x′ay2

y2
= 0 →

(
y′

y

)′

+ ax′ = 0

であり，積分を実行すると
y′

y
+ ax = b → y′ = (−ax + b)y

が得られる．ここで，

x′ = ay2

y′ = (−ax + b)y

を連立させると，a 6= 0として，

y′

x′ =
−ax + b

ay
→ aydy = −axdx + bdx

さらに積分を実行すると，
a

2
y2 = −a

2
x2 + bx + C

を得，最終的に

y2 + (x − b′)2 = C ′

を得る．上式は，x軸上に中心を持つ任意の半径の半円が測地線になることを示している．

まとめると，半平面 {(x, y) | (x, y) ∈ R2, y > 0}において定義された第 1基本形式

ds2 =
dx2 + dy2

y2

の測地線は，x軸上に中心を持つ任意半径の半円と x軸に垂直な直線である．この計量の定義された半平面はポ

アンカレ半平面と呼ばれHで表す．
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x

P

(c,0)

φr

x

P

φ1
φ2

Q

(a) (b)

図 1.2:

1.2.3 ポアンカレ半平面Hにおける 2点間の距離

簡単な導出

ポアンカレ計量の定義された半平面Hに 2つの点 P とQを仮定する．2点 P，Qを通る測地線が半円の場合，

中心を (c, 0)として半径を r とする．図 1.2 (a)に示すごとく，半円上の点が x軸正方向となす角度を φとする．

さらに図 1.2 (b)に示すごとく，P と Qに対するこの角度を φ1，φ2 とすれば，

x = c + r cos φ

y = r sin φ

Hの P,Q間の距離 dH(P,Q)は，

dH(P,Q) =
∫ Q

P

ds =
∫ Q

P

√
dx2 + dy2

y

で与えられるので，

dx = −r sinφdφ dy = r cos φdφ

を代入すれば，距離 dH(P,Q)は

dH(P,Q) =
∫ Q

P

√
(r sin φ)2 + (r cos φ)2

r sinφ
dφ =

∫ φ2

φ1

1
sin φ

dφ =
∣∣∣∣log

tan(φ2/2)
tan(φ1/2)

∣∣∣∣ (1.6)

ところで，P,Qを結ぶ測地線が y軸と平行な場合は，

dH(P,Q) =
∫ Q

P

ds =
∫ Q

P

√
dx2 + dy2

y
=

∫ Q

P

√
dy2

y
=

∫ Q

P

dy

y

であるので，P,Qの y座標をそれぞれ a, bとすれば，

dH(P,Q) =
∣∣[log y]ba

∣∣ =
∣∣∣∣log

b

a

∣∣∣∣ (1.7)

を得る．

複素数を用いた導出

上の議論では PQ間距離を，測地線が半円の場合と y軸に平行な直線の場合で分けて考え式 (1.6)，(1.7)を得
たが，この 2つの式は，1つの式，すなわち，

dH(P,Q) =
∣∣∣∣log

1 + Λ
1 − Λ

∣∣∣∣ Λ =
∣∣∣∣z − w

z − w̄

∣∣∣∣ (1.8)
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x

P(z)

2θ
2φ

Q(w)

|z-w|

Q(w)

2φ |z-w|

図 1.3:

と表すことができる．ここで，z と w は，P,Qの半平面上の位置 (x1, y1), (x2, y2)を複素数として表した，z =
x1 + iy1, w = x2 + iy2 である．また，w̄ = x2 − iy2 である．

証明： 図 1.3に示すように点 P と Qが x軸正方向となす角を 2θと 2φとする．（1.2.3節の議論では，これら
は φ1 と φ2 としていた．) すると，図 1.3からわかるように，

|z − w| = 2 sin(θ − φ) |z − w̄| = 2 sin(θ + φ)

である．したがって，
1 + Λ
1 − Λ

=
sin(θ + φ) + sin(θ + φ)
sin(θ + φ) − sin(θ + φ)

=
tan θ

tanφ

となり， ∣∣∣∣log
1 + Λ
1 − Λ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣log

tan θ

tanφ

∣∣∣∣ = d(P,Q)

である．また，PQの実部が等しい場合には，

|z − w| = |y1 − y2| および |z − w̄| = |y1 + y2|, すなわち
1 + Λ
1 − Λ

=
y1

y2

を得る．したがって，この場合も式 (1.8)により dH(P,Q)を表すことができる．

1.2.4 Hにおける距離から正規分布間の距離へ

2 つの正規分布 N (x|µ1, σ1) と N (x|µ2, σ2) の距離をもとめる．正規分布多様体 N における点 (µ1, σ1) と点
(µ2, σ2)間の距離 dN は，ポアンカレ半平面H上の点 P ( µ1√

2
, σ1)と Q( µ2√

2
, σ2)間の距離 dH(P,Q)を用いて，

dN ((µ1, σ1), (µ2, σ2)) =
√

2dH(P,Q) =
√

2dH

(
(
µ1√

2
, σ1), (

µ2√
2
, σ2)

)
(1.9)

として計算できる．ここで，dH(P,Q)は式 (1.8)

dH(P,Q) =
∣∣∣∣log

1 + Λ
1 − Λ

∣∣∣∣ Λ =
∣∣∣∣z − w

z − w̄

∣∣∣∣
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において，

z =
µ1√

2
+ iσ1 w =

µ2√
2

+ iσ2 w̄ =
µ2√

2
− iσ2

として計算する．

例１

2つの正規分布N (x|µ1, σ1)，N (x|µ2, σ2)において，µ1 = µ2 = µである場合（σ1 > σ2 を仮定）：

z =
µ√
2

+ iσ1 w =
µ√
2

+ iσ2 w̄ =
µ√
2
− iσ2

であり，

Λ =
∣∣∣∣z − w

z − w̄

∣∣∣∣ =
σ1 − σ2

σ1 + σ2
→ dH(z, w) = log

1 + Λ
1 − Λ

= log
σ1

σ2

である．結局

dN ((µ1, σ1), (µ2, σ2)) =
√

2dH(z, w) =
√

2 log
σ1

σ2

となる．

例２

2つの正規分布N (x|µ1, σ1)，N (x|µ2, σ2)において，σ1 = σ2 = σである場合（µ1 > µ2 を仮定）：

z =
µ1√

2
+ iσ w =

µ2√
2

+ iσ w̄ =
µ2√

2
− iσ

であり，

Λ =
∣∣∣∣z − w

z − w̄

∣∣∣∣ =
µ1 − µ2

µ1 − µ2 + 2
√

2σ
=

µ

µ + 2
√

2σ
( µ = µ1 − µ2)

であるので，

dH(z, w) = log
1 + Λ
1 − Λ

= log
µ +

√
2σ√

2σ
= log

(
1 +

µ√
2σ

)
すなわち，

dN ((µ1, σ), (µ2, σ)) =
√

2dH(z, w) =
√

2 log
(

1 +
µ√
2σ

)
を得る．上式は，判別分析などで経験的に使われるマハラノビス距離に近いものである．

1.3 曲率の計算

正規分布多様体のリーマン曲率を計算してみる．リーマン曲率テンソルは

Ri
jkl =

∂Γi
jl

∂xk
− ∂Γi

jk

∂xl
+ Γr

jl Γi
rk − Γr

jk Γi
rl

である．添え字に対する対称性のため，n = 2の場合でゼロでない値を持つのはR1
212とこれの対称形のみである．

R1
212 を求めてみると，

R1
212 =

∂Γ1
22

∂x1
− ∂Γ1

21

∂x2
+ Γr

22 Γ1
r1 − Γr

21 Γ1
r2
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ポアンカレ半平面の曲率

まず，1.4.2節の結果を用いて，Hの場合で R1
212 を求めてみると，

∂Γ1
22

∂x1
= 0 なぜなら Γ1

22 = 0

∂Γ1
21

∂x2
=

∂

∂y
(−1

y
) =

1
y2

Γr
22 Γ1

r1 = Γ1
22 Γ1

11 + Γ2
22 Γ1

21 = Γ2
22 Γ1

21 =
1
y2

Γr
21 Γ1

r2 = Γ1
21 Γ1

12 + Γ2
21 Γ1

22 = Γ1
21 Γ1

12 =
1
y2

であり，まとめて，

R1
212 = 0 − 1

y2
+

1
y2

− 1
y2

= − 1
y2

を得る．対応する第 1種リーマンテンソル R1212 は

R1212 = g1`R
`
212 = g11R

1
212 =

1
y2

(− 1
y2

) = − 1
y4

となる．R1212 を用いるとガウス曲率K は，

K =
R1212

g11g22 − g2
12

= −1 なぜなら g11g22 − g2
12 =

1
y4

を得る．ポアンカレ半平面Hにおいて，ガウス曲率がいたるところ −1であるのは良く知られた結果である．

1次元正規分布多様体の曲率

正規分布多様体N の場合とポアンカレ半平面Hの場合とで，ことなる接続係数は Γ2
11 のみである．しかしな

がら，Hに対する R1
212 の計算に Γ2

11 は使われていないので，Hに対する R1
212 の計算結果はそのまま正規分布

多様体N の場合の R1
212 とすることができる．また，

R1212 = g1`R
`
212 = g11R

1
212

であるので，R1212 の計算結果はそのまま正規分布多様体の場合の結果となる．しかしながら，ガウス曲率は

K =
R1212

g11g22 − g2
12

= −1
2

なぜなら g11g22 − g2
12 =

2
y4

となる．ポアンカレ半平面の場合と同様，定曲率空間であるが，ガウス曲率の値は異なる．
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1.4 Appendix

1.4.1 式 (1.1)の証明

式 (1.1)を示す．（以下の証明では確率変数での積分を
∑

x∈Ωと表記している．）を示す．逆からスタートすれば

∑
x∈Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

[
∂

∂θi

(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)]
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

 ∂

∂θi

∂

∂θj
p(x|θ)

p(x|θ)

 p(x|θ)

=
∑
x∈Ω


[

∂2

∂θi∂θj
p(x|θ)

]
p(x|θ) −

[
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
p(x|θ)2

 p(x|θ)

=
∑
x∈Ω

∂2

∂θi∂θj
p(x|θ) −

∑
x∈Ω

[
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
1

p(x|θ)

上式の右辺第 1項は， ∑
x∈Ω

∂2

∂θi∂θj
p(x|θ) =

∂2

∂θi∂θj

∑
x∈Ω

p(x|θ) = 0

である．また，第 2項は

−
∑
x∈Ω

[
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
1

p(x|θ)
= −

∑
x∈Ω

[
1

p(x|θ)
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
1

p(x|θ)
∂

∂θj
p(x|θ)

]
p(x|θ)

= −
∑
x∈Ω

[
∂

∂θi
log p(x|θ)

] [
∂

∂θj
log p(x|θ)

]
p(x|θ)

であるので，∑
x∈Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) = −

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ)

= −Eθ

[(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)]
が成り立つ．すなわち，式 (1.1)を示すことができた．

1.4.2 ポアンカレの上半平面計量における接続係数の計算

クリストッフェル記号は，計量 gij が与えられた場合，良く知られた公式

Γ`
ij =

1
2
g`k

(
∂gjk

∂xi
+

∂gki

∂xj
− ∂gij

∂xk

)
(1.10)

から計算できる2．ちなみに，この式で与えられる接続係数はリーマン接続の係数であり，捩率ゼロ Γ`
ij = Γ`

ji を

満たし，また，内積に対して方向微分のライプニッツ則

Xg(Y ,Z) = g(∇XY , Z) + g(Y ,∇XZ)
2この式はおぼえにくい．簡単に求めるには，まず，第 1 種クリストッフェル記号を

Γkij =
1

2

(
−gij,k + gjk,i + gki,j

)
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を満たす．したがって，この式を用いて得られた接続係数は自己双対∇∗ = ∇である．

クリストッフェル記号の多くがゼロである場合，式 (1.10)からクリストッフェル記号を計算するのは見通しが
悪い．（ゼロであるクリストッフェル記号もすべて計算しなければならないため．）gij が対角計量である場合には，

以下の公式が便利である．

添え字 αとに対して，

Γα
αβ = Γα

βα =
∂

∂xβ

(
1
2

log |gαα|
)

(1.11)

Γα
ββ = − 1

2gαα

∂gββ

∂xα
(β 6= α) (1.12)

Γk
ij = 0 上記以外 (1.13)

である．計量は

g11 =
1

(x2)2
, g12 = g21 = 0, g22 =

1
(x2)2

である．式 (1.11)に対して，β = 2, α = 1がゼロでない値を持つ場合である．

Γ1
12 = Γ1

21 =
∂

∂x2

(
1
2

log |g11|
)

=
1
2

∂

∂x2
log(

1
(x2)2

) = − 1
(x2)

= −1
y

さらに，β = 2, α = 2もゼロでない値を持つ

Γ2
22 =

1
2

∂

∂x2
log(

1
(x2)2

) = − 1
(x2)

= −1
y

また，(1.12)に対しては，Γ1
22 , Γ2

11 の可能性があるが，ゼロでないのは

Γ2
11 = − 1

2g22

∂g11

∂x2
= −1

2
(x2)2(− 2

(x2)3
) =

1
x2

=
1
y

のみである．

残りのクリストッフェル記号はゼロである．

1.4.3 正規分布多様体でのリーマン接続係数の計算

次は，式 (1.2)の正規分布多様体で接続係数を計算する．計量は

g11 =
1

(x2)2
, g12 = g21 = 0, g22 =

2
(x2)2

である．計量の変数依存性はHの場合と同じであるので，式 (1.11)に対して，β = 2, α = 1がゼロでない値を持
つ場合である．

Γ1
12 = Γ1

21 =
∂

∂x2

(
1
2

log |g11|
)

=
1
2

∂

∂x2
log(

1
(x2)2

) = − 1
(x2)

= −1
y

から計算する．ここで，gij,k = ∂gij/∂xk の意味である．Γkij を計算したのち，

Γ`
ij = gk`Γkij

から接続係数を求める．
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さらに，β = 2, α = 2もゼロでない値を持つ

Γ2
22 =

1
2

∂

∂x2
log(|g22|) =

1
2

∂

∂x2
log(

2
(x2)2

) = − 1
(x2)

= −1
y

また，(1.12)に対しては，Γ1
22 , Γ2

11 の可能性があるが，ゼロでないのは

Γ2
11 = − 1

2g22

∂g11

∂x2
= − (x2)2

4
(− 2

(x2)3
) =

1
2x2

=
1
2y

のみである．

残りのクリストッフェル記号はゼロである．また，ポアンカレ半平面の場合と比較して，異なるのは Γ2
11 = 1

2y

となる場合のみである．
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第2章 共変微分とベクトルの平行移動

抽象的な曲面（多様体）上での関数の微分–共変微分–を定義する．方針は以下の通りである．まず，3次元ユー
クリッド空間内の曲面で，曲面に沿った微分として共変微分を定義し，その共変微分が満たす性質を調べる．そし

て多様体上でそのような性質を持つ写像として共変微分を定義するのである．3次元ユークリッド空間内における
共変微分が自然に持つ 5つの性質を課すと多様体上でも共変微分が 1つに決まり，リーマン接続と呼ばれる．（「接
続」と「共変微分」は全く同じ意味で用いられる．）さらに，ベクトルの平行移動についても議論する．

2.1 ユークリッド空間におけるベクトル場の微分

2.1.1 接ベクトル方向の微分

まず，E3 に埋め込まれた 2次元曲面上でのベクトル場（ベクトル値関数）の微分を考える1．次節で，これを

抽象的な曲面（多様体）へ一般化する．

まず，E3 に埋め込まれた 2次元曲面 S を

x = (x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2))

と，E3 における 3次元座標で曲面を表す．すると，

∂x

∂u1
=

(
∂x

∂u1
,

∂y

∂u1
,

∂z

∂u1

)
,

∂x

∂u2
=

(
∂x

∂u2
,

∂y

∂u2
,

∂z

∂u2

)

である．
∂x

∂u1
と

∂x

∂u2
は 1次独立であると仮定する．（正則曲面と呼ばれ，このとき曲面 S は滑らかな曲面とな

る．）X を点 pにおいて S に接するベクトルとすれば，

X = ξ1
∂x

∂u1
(p) + ξ2

∂x

∂u2
(p) (2.1)

である．つまり，pにおいて S に接する任意のベクトルは，基底
∂x

∂u1
(p)と

∂x

∂u2
(p)の線形結合で表される．

基底を改めて ei と書くことにすれば，接ベクトルは

X(p) = ξ1(p)ei(p) + ξ2(p)e2(p)

と書ける．これは空間に定義されたベクトル値関数である，今，空間に定義されたスカラー関数 f(p)がベクトル
X(p)の方向にどう変化するかは，

Xf(p) = ξ1(p)∂1f(p) + ξ2(p)∂2f(p) = ξ1(p)
∂

∂u1
f(p) + ξ2(p)

∂

∂u2
f(p)

1曲面上のベクトル場とは，曲面の各点にベクトル値が割り当てられている状態を言う．
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と表すことができる．左辺のXf(p)はベクトル場X が関数 f(p)に作用してX 方向の方向微分を与えると考え

ている．つまり，ここで，X を接ベクトル方向の微分オペレーターと同一視している．（少し唐突であるがこのよ

うに考え，以後はX は微分オペレータを表すとする．）すなわち，X は

X = ξ1(p)∂1 + ξ2(p)∂2 = ξ1(p)
∂

∂u1
+ ξ2(p)

∂

∂u2
(2.2)

と表される．この微分オペレーターをスカラー関数 f に作用させた場合，

Xf = ξ1
∂f

∂u1
(p) + ξ2

∂f

∂u2
(p)

となる．

2.1.2 曲面上のベクトル場の微分

Y (u1, u2)が S 上のベクトル値関数

Y (u1, u2) = (Y 1(u1, u2), Y 2(u1, u2), Y 3(u1, u2))

である場合，ベクトル値関数に対するオペレーターDX を，

DXY = (XY 1(u1, u2), XY 2(u1, u2), XY 3(u1, u2))

と定義する．DX はベクトル Y に作用し，Y のX 方向の方向微分と呼ぶ2．

また，ui 方向の方向微分をXi と書けば，X1 =
∂x

∂u1
,X2 =

∂x

∂u2
であるので，微分オペレータとしては

X1 =
∂

∂u1
X2 =

∂

∂u2

である．したがって，

DX1X1 = DX1

∂x

∂u1
= (X1

∂x

∂u1
, X1

∂y

∂u1
, X1

∂z

∂u1
) = (

∂2x

∂u1∂u1
,

∂2y

∂u1∂u1
,

∂2z

∂u1∂u1
)

および

DX2X1 = DX2

∂x

∂u1
= (X2

∂x

∂u1
, X2

∂y

∂u1
, X2

∂z

∂u1
) = (

∂2x

∂u2∂u1
,

∂2y

∂u2∂u1
,

∂2z

∂u2∂u1
)

である．なお，これらは接ベクトルを微分作用素と同一視する議論では，しばしば

D ∂

∂u1

∂

∂u1
= (

∂2

∂(u1)2
,

∂2

∂(u1)2
,

∂2

∂(u1)2
)

および

D ∂

∂u2

∂

∂u1
= (

∂2

∂u2∂u1
,

∂2

∂u2∂u1
,

∂2

∂u2∂u1
)

と書かれる．このノートもこの書き方を以後用いる．
2

DX A = (XA1, XA2, XA3) = (ξ1
∂A1

∂u1
+ ξ2

∂A1

∂u2
, ξ1

∂A2

∂u1
+ ξ2

∂A2

∂u2
, ξ1

∂A3

∂u1
+ ξ2

∂A3

∂u2
) = ξ1

∂A

∂u1
+ ξ2

∂A

∂u2

が成り立つ．結局，DX A は A をスカラーと考えて XA を計算しても同じことになる．
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2.1.3 共変微分

ここで，共変微分を導入する．E3 に埋め込まれた 2次元曲面 S を引き続き考える．

S 上の点 P における接平面（接空間）を考える．接空間内の任意のベクトル Aを考え，この接空間における

線形独立な接ベクトル p1 と p2 を用いて，

A = A1p1 + A2p2

と表せる．したがって，接ベクトルAの u1 軸方向への微分D ∂

∂u1
Aは，

D ∂

∂u1
A =

∂

∂u1

(
A1p1 + A2p2

)
=

∂A1

∂u1
p1 + A1

∂p1

∂u1
+

∂A2

∂u1
p2 + A2 ∂p2

∂u1

=
∂A1

∂u1
p1 + A1p11 +

∂A2

∂u1
p2 + A2p21 (2.3)

である．ここで，

p11 =
∂p1

∂u1
p21 =

∂p2

∂u1

の書き方を用いた．

p1, p2 とこの接平面に対する法ベクトルを nとすれば，p1, p2, nは線形独立であり，E3 における基底を構成

する．したがって，pij は p1, p2,nを基底と考えてこれらの線形結合で

pij = aijp1 + bijp2 + Hijn

と表すことができる．ここで，接ベクトルに対する展開係数 aij , bij を，特別な記号 Γk
ij を用いて，

aij = Γ1
ij , bij = Γ2

ij

と表す．すると，

pij =
2∑

k=1

Γk
ij pk + Hijn = Γk

ij pk + Hijn

と置くことができる．Γk
ij とHij はインデックス i, j, kに依存した展開係数であるが，S 上の各点 P で与えられ

ており，Aを S 上のベクトル場と考えれば，P に依存した関数（C∞ 級関数）である．すると，Aの u1 方向へ

の微分は，

D ∂

∂u1
A =

∂A1

∂u1
p1 + A1

(
Γµ

11 pµ + H11n
)

+
∂A2

∂u1
p2 + A2

(
Γµ

21 pµ + H21n
)

=
(

∂A1

∂u1
+ A1Γ1

11 + A2Γ1
21

)
p1 +

(
∂A2

∂u1
+ A1Γ2

11 + A2Γ2
21

)
p2 +

(
A1H11 + A2H21

)
n

=
(

∂A1

∂u1
+ AµΓ1

µ1

)
p1 +

(
∂A2

∂u1
+ AµΓ2

µ1

)
p2 +

(
A1H11 + A2H21

)
n

=
(

∂Aν

∂u1
+ AµΓν

µ1

)
pν + AµHµ1n

であり，Aの uα 方向への微分は，

D ∂
∂uα

A =
(

∂Aν

∂uα
+ AµΓν

µα

)
pν + AµHµαn
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である．したがって，接成分だけを取れば，

D ∂
∂uα

A
∣∣∣
接成分

=
(

∂Aν

∂uα
+ AµΓν

µα

)
pν

である．ここで，ベクトルAの方向微分の接成分

D ∂
∂uα

A
∣∣∣
接成分

をベクトルAの uα 方向への共変微分と呼び，記号∇ ∂
∂uα

Aで表す．すなわち，

∇ ∂
∂uα

A =
(

∂Aν

∂uα
+ AµΓν

µα

)
pν (2.4)

である．ちなみに，和記号を省略せずに使えば，

∇ ∂
∂uα

A =
2∑

ν=1

(
∂Aν

∂uα
+

2∑
µ=1

AµΓν
µα

)
pν

である．

共変微分∇XY = Z は，ベクトル場 Y をベクトル場X の方向への方向微分の接成分であり，その結果 Z も

ベクトル場である．したがって，共変微分とは２つのベクトル場を入力し，1つのベクトル場を返す写像である．
すなわち，曲面M 上の全てのベクトル場の集合を X(M)で表すと，

∇ : X(M) × X(M) → X(M)

である．

2.1.4 共変微分の満たす性質

X, Y , Z は曲面上のベクトル場，g, hは曲面上で定義された微分可能なスカラー関数とする．共変微分 ∇XY

は以下の性質を満たす．

1. ∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z

2. ∇gXZ = g∇XZ

3. ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

4. ∇X(gY ) = (Xg)∇XY + g∇XY

3)の証明

E3 に埋め込まれた 2次元の曲面を仮定する．Y = (Y 1, Y 2, Y 3)，Z = (Z1, Z2, Z3)とすれば，定義から，

DX(Y + Z) = (X(Y 1 + Z1), X(Y 2 + Z2),X(Y 3 + Z3))

= (XY 1 + XZ1,XY 2 + XZ2, XY 3 + XZ3) = (XY 1, XY 2, XY 3) + (XZ1,XZ2, XZ3)

= DXY + DXZ
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である．したがって，両辺の接成分を取れば

∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

が成り立つ．

4)の証明

まず，E3 における普通の微分DX(gY )は，

DX(gY ) = (Xg)Y + gDXY

である．右辺第 1項である (Xg)Y は，接空間のベクトル場であるので，両辺の接成分を考えると

DX(gY )
∣∣∣
接成分

= (Xg)Y
∣∣∣
接成分

+ gDXY
∣∣∣
接成分

= (Xg)Y + g∇XY

が成り立つ．また，左辺は

DX(gY )
∣∣∣
接成分

= ∇X(gY )

であるので，性質４）が証明された．なお，性質１）と２）の証明は省略した．

2.1.5 カッコ積の導入

ここで，カッコ積を導入する．カッコ積は，ベクトル場X, Y ∈ X(M)が与えられたとき，f ∈ C∞(M)に対
して，

[X, Y ]f = X(Y f) − Y (Xf)

と作用する微分作用素 [X, Y ]をカッコ積という．

ここで，局所座標系を用いて3，

X = vi ∂

∂ui
Y = wj ∂

∂uj

とおけば，

X(Y f) =
(

vi ∂

∂ui

)(
wj ∂f

∂uj

)
= vi

(
∂wj

∂ui

∂f

∂uj
+ wj ∂2f

∂ui∂uj

)
Y (Xf) =

(
wj ∂

∂uj

)(
vi ∂f

∂ui

)
= wj

(
∂vi

∂uj

∂f

∂ui
+ vi ∂2f

∂uj ∂ui

)
であるので，

[X, Y ]f = X(Y f) − Y (Xf) = vi ∂wj

∂ui

∂f

∂uj
− wj ∂vi

∂uj

∂f

∂ui

= vk ∂wi

∂uk

∂f

∂ui
− wj ∂vi

∂uj

∂f

∂ui
=

(
vk ∂wi

∂uk
− wj ∂vi

∂uj

)
∂f

∂ui

f は任意の C∞ 級関数であるので4，

[X, Y ] =
(

vi ∂wk

∂ui
− wj ∂vk

∂uj

)
∂

∂uk

3座標を用いて表示することをこのように言う．

4f が C∞ 級関数であれば偏微分は順序によらないことが示される．すなわち，
∂2f

∂ui∂uj
=

∂2f

∂uj ∂ui
が成り立つ．
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となる．上式は，カッコ積も基底
∂

∂uk
の線形結合で表されるため，カッコ積も接ベクトル場であることが示さ

れる．

次に，

[X, Y ] = DXY − DY X

を示す．証明は，

DXY f = DX(Y f) = X(Y f)

であるので，

DXY f − DY Xf = X(Y f) − Y (Xf) = [X, Y ]f

となるので，

[X, Y ] = DXY − DY X

が成り立つ．さらに，上式の両辺の接空間成分を取れば

DXY
∣∣∣
接成分

− DY X
∣∣∣
接成分

= [X, Y ]
∣∣∣
接成分

であるが，カッコ積は接ベクトル場であるので，結局，

∇XY −∇Y X = [X,Y ]

が成り立つ．

2.1.6 ベクトルの内積に対する性質

E3 に埋め込まれた 2次元曲面M 上のベクトル場X,Y , Z を考える．E3 においては自然な内積が定義でき，

Y = (Y 1, Y 2, Y 3) Z = (Z1, Z2, Z3)

とすれば，内積は

(Y , Z) = Y 1Z1 + Y 2Z2 + Y 3Z3

と定義される．したがって，

DX(Y , Z) = X(Y 1Z1+Y 2Z2+Y 3Z3) = (XY 1)Z1+Y 1(XZ1)+(XY 2)Z2+Y 2(XZ2)+(XY 3)Z3+Y 3(XZ3)

= (XY 1)Z1 + (XY 2)Z2 + (XY 3)Z3 + Y 1(XZ1) + Y 2(XZ2) + Y 3(XZ3)

= (DXY , Z) + (Y , DXZ)

を得る．両辺の接空間成分を取れば，

DX(Y , Z)
∣∣∣
接成分

= (DXY , Z)
∣∣∣
接成分

+ (Y , DXZ)
∣∣∣
接成分

= (DXY
∣∣∣
接成分

, Z) + (Y , DXZ
∣∣∣
接成分

)

であり，共変微分に関しても（いわゆるライプニッツ則）

∇X(Y , Z) = (∇XY , Z) + (Y ,∇XZ) (2.5)

が成り立つ．
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2.2 多様体におけるベクトル場の微分とリーマン接続

2.2.1 共変微分の導入

抽象的な曲面では，曲面が高次のユークリッド空間中に存在するとの仮定を置いた議論はできず，内在幾何学

に基づいた議論を行う必要がある．

前節では，E3に埋め込まれた 2次元曲面に対して，まず，曲面上でベクトル場の方向微分を定義し，方向微分
の接空間内の成分を共変微分として定義した．そして，共変微分が満たす性質について調べた．本節では，この前

節での議論をひっくり返し，前節で述べた共変微分の性質を満たす写像として多様体M 上の共変微分を定義する．

定義 抽象的な曲面（多様体）M 上において，以下の 4つの条件を満たす写像

∇ : X(M) × X(M) → X(M) : (X,Y ) 7→ ∇X

をM 上の共変微分と呼ぶ．

M 上のベクトル場をX, Y , Z ∈ X(M)とし，任意の微分可能な（C∞ 級）関数を f とする．
(i) ∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z

(ii) ∇fXZ = f∇XZ

(iii) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

(iv) ∇X(fY ) = (Xf)∇XY + f∇XY

ここで，ベクトル場X と Y に対して，写像

(X,Y ) 7→ ∇X

が上記 (i)から (iv)を満たせば，

∇ ∂

∂ui

∂

∂uj
= Γk

ij
∂

∂uk
(2.6)

なる Γk
ij を定めれば∇XY が計算できる．

実際，M 上のベクトル場の基底は
∂

∂ui
i = 1, . . . , n

で表される．したがって，M 上のベクトル場X, Y を

X = Xi ∂

∂ui
Y = Y j ∂

∂uj

と表すことができる．すると，上に述べた性質 (i)–(iv)を用いれば，

∇XY = ∇
Xi ∂

∂ui
Y = Xi∇ ∂

∂ui
Y = Xi∇ ∂

∂ui

(
Y j ∂

∂uj

)
= Xi

(
∂Y j

∂ui

∂

∂uj
+ Y j∇ ∂

∂ui

∂

∂uj

)
となる．ここで，式 (2.6)にしたがって Γk

ij が定められているとすれば，

∇XY = Xi

(
∂Y j

∂ui

∂

∂uj
+ Y j∇ ∂

∂ui

∂

∂uj

)
= Xi

(
∂Y j

∂ui

∂

∂uj
+ Y jΓk

ij
∂

∂uk

)
=

(
Xi ∂Y k

∂ui
+ XiY jΓk

ij

)
∂

∂uk
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を得る．

多様体M の局所座標系に式 (2.6)を満たす微分可能な（C∞ 級）関数の組 Γk
ij を与えることを，M にアフィ

ン接続を与えると言い，Γk
ij を接続係数とよぶ．アフィン接続を与えることと，共変微分（すなわち上の定義に

よる写像）を与えることは等価であり，通常，「共変微分」と「アフィン接続」は同じ意味を持つと考える（同一

視する）．

2.2.2 捩率に対する条件の追加

多様体M における共変微分の満たすべき条件に

∇XY −∇Y X = [X,Y ] (2.7)

を追加する．実際，

∇XY =
(

Xi ∂Y k

∂ui
+ XiY jΓk

ij

)
∂

∂uk

∇Y X =
(

Y j ∂Y k

∂uj
+ XiY jΓk

ji

)
∂

∂uk

であるので，

∇XY −∇Y X =
(

Xi ∂Y k

∂ui
− Y j ∂Y k

∂uj

)
∂

∂uk
+ XiY j

(
Γk

ij − Γk
ji

) ∂

∂uk

ここで， (
Xi ∂Y k

∂ui
− Y j ∂Y k

∂uj

)
∂

∂uk
= [X, Y ]

であるので，結局，

∇XY −∇Y X = [X, Y ] + XiY j
(
Γk

ij − Γk
ji

) ∂

∂uk

である．式 (2.7)が成り立つ条件から，アフィン接続係数が

Γk
ij = Γk

ji

を満たさなければならない．

補足

T (X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ]

はベクトル場を 2個取って 1個のベクトル場を返す写像，

T : X(M) × X(M) → X(M)

すなわち，(0, 2)型のテンソルであり，捩率と呼ばれる．式 (2.7)は，捩率がゼロ，

T (X, Y ) = 0

に対応する．
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2.2.3 ベクトルの内積に対する要請

多様体M 上に計量（接空間に内積）が定義されている場合には，内積に関する要請（式 (2.5)）を満たすとす
れば，

∇X(Y ,Z) = (∇XY , Z) + (Y ,∇XZ) (2.8)

∇Y (Z, X) = (∇Y Z, X) + (Z,∇Y X) (2.9)

∇Z(X, Y ) = (∇ZX, Y ) + (X,∇ZY ) (2.10)

が成り立つ．ここで，式 (2.8)と (2.9)を加え，(2.10)を引けば，

∇X(Y ,Z)+∇Y (Z, X)−∇Z(X, Y ) = (∇XY , Z)+(Y ,∇XZ)+(∇Y Z,X)+(Z,∇Y X)−(∇ZX, Y )−(X,∇ZY )

である．上式の右辺は

右辺 = (∇XY + ∇Y X, Z) + (∇XZ −∇ZX, Y ) + (∇Y Z −∇ZY , X)

となる．ここで，

∇XY −∇Y X = [X,Y ]

を用いれば，右辺の第 2項，第 3項はカッコ積を用いて

右辺 = (∇XY + ∇Y X, Z) + ([X, Z], Y ) + ([Y , Z], X)

= 2(∇XY , Z) − (∇XY −∇Y X,Z) + ([X, Z], Y ) + ([Y , Z], X)

= 2(∇XY , Z) − ([X,Y ], Z) + ([X, Z], Y ) + ([Y , Z], X)

である．したがって，

2(∇XY , Z) = ∇X(Y , Z) + ∇Y (Z, X) −∇Z(X,Y ) + ([X, Y ],Z) + ([Z, X], Y ) − ([Y , Z], X) (2.11)

を得る．

上式は，共変微分∇XY と任意のベクトル場Z との内積が右辺のように計算できる，すなわち，接続が確定す

ることを意味している．実際，接続係数は以下のように計算できる．

X =
∂

∂ui
Y =

∂

∂uj
Z =

∂

∂uk

として，式 (2.11)に代入する．まず，

(∇XY , Z) = (∇ ∂

∂ui

∂

∂uj
,

∂

∂uk
) = (Γm

ij
∂

∂um
,

∂

∂uk
) = Γm

ij (
∂

∂um
,

∂

∂uk
) = Γm

ij gmk

であり，

∇X(Y , Z) + ∇Y (Z, X) −∇Z(X, Y ) =
∂gjk

∂ui
+

∂gki

∂uj
− ∂gij

∂uk

である．さらに，[
∂

∂ui
,

∂

∂uj
] = 0であるので，

Γm
ij gmk =

∂gjk

∂ui
+

∂gki

∂uj
− ∂gij

∂uk

あるいは

Γm
ij = gmk

(
∂gjk

∂ui
+

∂gki

∂uj
− ∂gij

∂uk

)
を得る．上式は接続係数が 1つに決まり，上式で与えられることを示している．
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2.2.4 まとめ：リーマン接続

多様体M 上のベクトル場をX, Y , Z ∈ X(M)とし，任意の C∞ 級関数を f とする．

(i) ∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z

(ii) ∇fXZ = f∇XZ

(iii) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

(iv) ∇X(fY ) = (Xf)∇XY + f∇XY

を満たす写像

∇ : X(M) × X(M) → X(M) : (X,Y ) 7→ ∇X

をM 上の共変微分と呼ぶ．また，上の 4条件によって決まる接続

∇ui

∂

∂uj
= Γ`

ij
∂

∂u`

をアフィン接続とよび，Γ`
ij をアフィン接続係数と呼ぶ．

（上記 4条件のみではアフィン接続係数には任意性があり，1つには決まらない．証明は？）

多様体M における共変微分の満たすべき条件に

∇XY −∇Y X = [X,Y ]

を追加すると，アフィン接続係数は

Γk
ij = Γk

ji

の性質を持つ．さらに，多様体M 上に計量（接空間に内積）が定義されている場合には，内積に関する要請

∇X(Y , Z) = (∇XY , Z) + (Y ,∇XZ)

も満たすとすれば，接続係数は 1つに決まり，

Γm
ij = gmk

(
∂gjk

∂ui
+

∂gki

∂uj
− ∂gij

∂uk

)
(2.12)

で表される．上記 5つの条件を満たすアフィン接続を（つまり式 (2.12)で表される接続係数を持つ接続を）リー
マン接続，あるいは Levi-Civita接続と呼ぶ．

2.2.5 アフィン接続係数–説明補足

アフィン接続係数とは

リーマン空間は，一般に曲がっている．接空間とは，この曲がった空間の局所的な線形近似である．接空間は

各点で異なる．ある点の接空間と，わずかに離れた点の接空間を関連付ける写像が必要である．その写像を接続

と呼ぶ．
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微小距離離れた 2点 P と P ′ = P + dP をとり，それらの座標を ξ, ξ + dξ とする．2つの点における接空間
TP = Tξ と TP ′ = Tξ+dξ は微妙に異なっている．座標軸方向の接線ベクトル（基底ベクトル）を

ei(ξ) ∈ TP e′
i = e(ξ + dξ) ∈ T ′

P

と書く．ここで問題は，e′ は TP ′ のベクトルであって，TP のベクトルでないから，ei と e′
i は異なるベクトル空

間に属していて直ちにこれらを比較したりは出来ない．

接続とは，TP ′ のベクトルを TP のベクトルに写して対応するベクトルを定めることである．e′
i ∈ TP ′ を TP に

写すと，TP では ẽi が対応するとする．すなわち，

TP ′ 3 e′
i 7→ ẽi ∈ TP

である．上式で示す対応が線形であるとき，この対応をアフィン接続と呼ぶ．ẽi は ei に近いであろうから

ẽi = ei + dei

と書ける．線形な対応を仮定したアフィン接続ではこの dei が TP の基底ベクトル ei を使って，

dei = (dek
i )ek

(
=

n∑
k=1

(dek
i )ek

)

と書ける．つまり，dek
i はベクトル dei の k番目の基底に対する成分である．

ここで，微小な線素（ベクトル）dξがゼロになれば e′
i は ei に一致するから，dei は線形近似で ξに比例して

いる．そこで，ある係数 Γk
ij を用いて，

dek
i = Γk

ij dξj あるいは dei = Γk
ij dξjek

と書くことができる．すなわち，係数の組 Γk
ij が定まっていれば，TP ′ のベクトルを TP のベクトルに変換でき

る．係数の組 Γk
ij を接続の係数とよぶ．上の議論では，写像 TP ′ → TP に線形性を仮定している．線形性を仮定

して求まった接続をアフィン接続と呼ぶ．

dei と em の内積を取ると，

〈dei,em〉 = 〈Γk
ij dξjek, em〉 = Γk

ij dξj〈ek, em〉 = Γk
ij dξjgkm = Γij,mdξj

を得る．

ベクトル場の方向微分

スカラー関数がベクトル場でどのように変化するかは，スカラー関数の方向微分（軸方向なら単なる偏微分）

を計算すればよい．それでは，ベクトル場でベクトルが場所によってどう変わっていくかを計算してみる．

ここでは，

X(ξ) = Xi(ξ)ei(ξ) および X(ξ + dξ) = Xi(ξ + dξ)ei(ξ + dξ)

の違いを見るわけである．これら 2つのベクトルは成分だけでなく基底も異なるので，違いを見るには Tξ+dξ の

ベクトルX(ξ + dξ)を Tξ に移して違いを見なければならない．ei(ξ + dξ) ∈ Tξ+dξ を Tξ に移したものは，

ẽi(ξ + dξ) = ei(ξ) + Γk
ji dξiek(ξ)
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であるので，X(ξ)の ξi 軸方向の微分（ei 方向への微分）は，まず，

Xi(ξ + dξ)ẽi(ξ + dξ) − Xi(ξ)ei(ξ)

を計算する．したがって，

Xi(ξ + dξ)ẽi(ξ + dξ) − Xi(ξ)ei(ξ) = Xi(ξ + dξ)
[
ei(ξ) + Γk

ji dξiek(ξ)
]
− Xi(ξ)ei(ξ)

=
[
Xi(ξ + dξ) − Xi(ξ)

]
ei(ξ) + Xi(ξ + dξ)Γk

ji dξjek(ξ)

である．ここで，ベクトル場X = Xkek の i軸方向への変化を∇i(Xkek)と書けば，

∇i(Xkek) = lim
dξi→0

1
dξi

(
Xm(ξ + dξi)ẽm(ξ + dξ) − Xm(ξ)em(ξ)

)
= lim

dξi→0

1
dξi

[
Xm(ξ + dξi) − Xm(ξ)

]
em(ξ) + lim

dξi→0

1
dξi

Xm(ξ + dξi)Γk
jm dξjek(ξ)

となる．右辺において，第 1項は

lim
dξi→0

1
dξi

[
Xm(ξ + dξi) − Xm(ξ)

]
em(ξ) = ∂iX

kek(ξ) =
∂Xk(ξ)

∂ξi
ek(ξ)

である．第 2項は，

lim
dξi→0

1
dξi

Xm(ξ + dξi)Γk
jm dξjek(ξ) = lim

dξi→0

1
dξi

Xm(ξ + dξi)(Γk
im dξi)ek(ξ) = Xj(ξ)(Γk

ij )ek(ξ)

となる．ここで，右辺の (Γk
im dξi)において iで和はとらない．なぜならば，この計算は ξの成分のうち i番目の

ξi にのみ dξi の変位を与えたのであるから，

Γk
jm dξj =

n∑
j=1

Γk
jm dξj = Γk

im dξi (iで和は取らない)

となるわけである．なぜなら，

dξj =

0 j 6= i

dξi j = i

であるからである．したがって，

∇i(Xkek) =
(
∂iX

k + Γk
ij Xj

)
ek

を得る．書き方として，

∇iX
k = ∂iX

k + Γk
ij Xj

と書く場合もある．この書き方では，ベクトルの第 k成分Xk の i方向への共変微分が ∂iX
k + Γk

ij Xj となるよ

うな印象を与えかねないが，あくまで，ベクトルX の i方向への共変微分（共変微分もベクトルである）を表す

ベクトルの第 k成分が ∂iX
k + Γk

ij Xj であるとの意味である．

さらに，ベクトル場X の Y = Y iei 方向への共変微分∇Y X は

∇Y X = ∇Y iei
X = Y i∇eiX = Y i∇iX = Y i

(
∂iX

k + Γk
ij Xj

)
ek

である．基底ベクトル場もベクトル場であるので，

∇ei
ej = Γk

ij ek

や

〈∇eiej , ek〉 = Γm
ij 〈em,ek〉 = Γm

ij gmk = Γij,k

が成り立つ．
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2.3 ベクトルの平行移動

2.3.1 E3に埋め込まれた 2次元曲面の場合

まず，E3に埋め込まれた 2次元曲面の場合を考えてみる．この曲面上の曲線 C : p(t) = (x(t), y(t), z(t))を仮
定する．tは曲線上の位置を表すパラメータである．曲線 C 上に定義されたベクトル場 v(t)を考え，v(t)を C に

沿って微分することを考える．つまり，

dv(t)
dt

= lim
∆t→0

v(t + ∆t) − v(t)
∆t

を計算する．ここで上式右辺においては，ベクトル v(t + ∆t)と v(t)との差分を計算している．これは，曲線 C

上の位置 p(t + ∆t)にあるベクトル v(t + ∆t)を，位置 p(t)に平行移動して，その位置にある v(t)と差分を計算
していることになる．（図 2.1参照のこと．）

t
t +∆t

v(t) v(t +∆t)

C

(a) (b)

v(t +∆t) - v(t)

v(t) v(t +∆t)

図 2.1:

この「平行移動」はユークリッド空間 E3 では，あたりまえの操作として無意識に実行している．しかしなが

ら，抽象的な曲面である多様体上では平行移動は「あたりまえ」ではなく，このような形では実行できないのであ

る．多様体M 上ではベクトル v(t + ∆t)は接空間 Tp(t+∆t)に属しており，ベクトル v(t)は接空間 Tp(t)に属して

いて，一般的には両者の間に代数的な関係は存在しないので

v(t + ∆t) − v(t)

のように直接差分を計算することはできない．（多様体上で位置が異なれば，接空間はそれぞれが異なるベクトル

空間であり，それらの基底も異なる．）

もう 1 度 E3 に埋め込まれた 2 次元曲面の場合に話を戻す．曲線 C 上で定義されたベクトル場を v(t) =
(v1(t), v2(t), v3(t))とする．ここで，曲線上の位置 tにかかわらずベクトルが等しい，つまり曲線上のベクトルが

平行であれば，a, b, cを定数として，

v(t) = v = (a, b, c)

となる．この場合，
dv(t)

dt
= 0

である．さらに，
d

dt
=

dxi

dt

∂

∂xi
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であるので，
dv(t)

dt
=

dxi

dt
D ∂

∂xi
v(t)

である．

ここで，
dv(t)

dt
は E3のベクトルであるので，C の接線方向の成分と，接線に垂直な方向への成分に分解でき，

これら 2つの方向は線形独立である．したがって，
dv(t)

dt
= 0であれば，当然ながら

dv(t)
dt

の接成分もゼロ，つ

まり，
dv(t)

dt

∣∣∣
接成分

=
dxi

dt
D ∂

∂xi
v(t)　

∣∣∣
接成分

= ẋi∇ ∂

∂xi
v(t) = 0

である．したがって，C 上のベクトル場が平行の場合，

vが一定（平行）ベクトル場 ⇐⇒ ∇ ∂

∂xi
v = 0 ⇐⇒ ∂vk

∂xj
+ viΓk

ij = 0 (2.13)

が言える．

2.3.2 多様体上でのベクトルの平行移動

E3 に埋め込まれた 2次元曲面の場合に，vが一定（平行）ベクトル場であるとき

∂vk

∂xj
+ viΓk

ij = 0

が成り立つことを上で議論した．多様体上でベクトルの平行移動を議論する場合，この議論を逆にして，ベクトル

vが曲線 C に沿って上の式を満たすなら vは曲線 C に沿って一定（平行）ベクトル場であると定義するのである．

ここでの問題は，抽象的な曲面である多様体においては，ユークリッド空間のように等く離れた 2点でのベク
トルを比較できない事である．離れた 2点間のベクトルが平行かどうかは，2点を結ぶ経路に依存するためである．
すなわち，曲線に沿って接ベクトルを平行移動すると，一般にその結果はその曲線（経路）に依存してしまう．

そこで，まず，ベクトル場 Z がある曲線に沿って平行であることを定義する．

準備として，多様体M 上に平行移動の経路としてなめらかな曲線 C = {p(t)}を仮定する．この曲線は局所座
標表示で

p(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

である．t = t0 における曲線 C の速度ベクトル ṗ(t0) =
(

dp

dt

)
t0

は

ṗ(t0) =
dxi

dt

∣∣∣
t0

(
∂

∂xi

)
p(t0)

である．ここで，接ベクトルと微分作用素を同一視すれば ṗ(t0)は
(

d

dt

)
t0

と言う演算子で表される．つまり，

(
d

dt

)
t0

=
dxi

dt

∣∣∣
t0

(
∂

∂xi

)
p(t0)
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である．ここで，t = t0 を指定せず，
d

dt
=

dxi

dt

∂

∂xi
(= ṗ(t))

と書けば，接ベクトル場を表す．

定義 多様体M 上の曲線 C = {p(t); a ≤ t ≤ b}に沿って定義されたベクトル場 Z が

∇ṗ(t)Z = 0　 a ≤ t ≤ b (2.14)

を満たすとき，ベクトル場 Z は曲線 C に沿って平行であるという．

以上が，ベクトル場の平行性の定義であり，必ずある曲線に対する平行性を考える．つまり，ベクトル場Z が，

ある曲線の接ベクトル（速度ベクトル）の方向に対する共変微分がゼロであるとき，Z はその曲線に対して平行

であると言う．

式 (2.14)を局所座標で表示してみる．まず，Z の局所座標表示は，

Z = Zi ∂

∂xi

であり，

∇ṗ(t)Z = ∇ d
dt

Z = ∇ dxi

dt
∂

∂xi

(
Zj ∂

∂xj

)
=

(
∇ dxi

dt
∂

∂xi

Zj

)
∂

∂xj
+ Zj

(
∇ dxi

dt
∂

∂xi

∂

∂xj

)
=

dxi

dt

∂Zj

∂xi

∂

∂xj
+ Zj dxi

dt

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
=

dZj

dt

∂

∂xj
+ Zj dxi

dt
Γk

ij
∂

∂xk

=
(

dZk

dt
+ Zj dxi

dt
Γk

ij

)
∂

∂xk

である．したがって，∇ṗ(t)Z = 0　 は

dZk

dt
+ Zj dxi

dt
Γk

ij = 0 (k = 1, . . . , n) (2.15)

と同値である．

式 (2.15)は，Zi(t)に関する 1階線形常微分方程式である．したがって，p(a) ∈ M における接ベクトルを vと

すれば，C に沿って平行なベクトル場 Zp(t) で Zp(a) = vであるものが微分方程式 (2.15)の解として求まる．（ベ
クトル場 Z の C 上の点 p(t)におけるベクトルを Zp(t) と表した．）

M 上の曲線 C = {p(t); a ≤ t ≤ b}と v ∈ Tp(a)M が与えられたとき，式 (2.15)の解として求まるベクトル場
Z の t = bでの値 Zp(b) ∈ Tp(b)M を，C に沿って vを p(a)から p(b)まで平行移動して得られる接ベクトルと考
える．

この平行移動を ΠC と表せば，ΠC は，2つの接空間 Tp(a)M と Tp(b)M の間の対応関係を定める．すなわち，

ΠC : Tp(a)M → Tp(b)M

である．ΠC は全単射な線形写像である．線形性は微分方程式 (2.15)が Ziに関して線型方程式であることの帰結

であり，全単射であることは微分方程式 (2.15)の解の一意性からの帰結である5

5このことは証明が必要か．
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ΠC を用いると，多様体M 上で，曲線 C = {p(t); a ≤ t ≤ b}を介して，離れた 2点 p(a) , p(b) ∈ M での接ベ

クトルが平行か否かを論ずることができる．つまり，

v ∈ Tp(a)M とw ∈ Tp(b)M が C を介して平行である. ⇐⇒ ΠCv = w

が成り立つ．

ΠC を用いると共変微分の幾何学的な意味づけを以下のように与えることができる．

定理 多様体M において，点 p(a) ∈ M を通る曲線

C = {p(t) : a − ε < t < a + ε} ε > 0

を考える．任意のベクトル場 Y ∈ X(M)に対して，(
∇ṗ(t)Y

)
p(a)

= lim
t→a

1
t − a

(
Πp(t)

p(a)Y p(t) − Y p(a)

)
が成り立つ．（Πp(t)

p(a) は特に始点と終点を明示して書いたものであり，ΠC と同じ意味である．）

証明： 曲線 C を C = {p(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) : a− ε ≤ t ≤ a + ε}と局所座標表示して，Y を C 上で成分

表示する．

Y p(t) = Y i(t)
(

∂

∂xi

)
p(t)

また，Z を C に沿って平行な任意のベクトル場として，

Zp(t) = Zj(t)
(

∂

∂xi

)
p(t)

と成分表示する．Z が C に沿って平行であるので式 (2.15)：

dZk

dt
+ Zj dxi

dt
Γk

ij = 0 (k = 1, . . . , n)

が成り立つ．t = aの近傍で上式を少し書き換えて，

Zk(a + h) − Zk(a)
h

+ Zj(a)ẋi(a)Γk
ij (p(a)) ≈ 0 (2.16)

が言える．ここで，ẋi = dxi/dt である．同程度の近似の範囲内で

Zk(a + h) − Zk(a)
h

+ Zj(a + h)ẋi(a + h)Γk
ij (p(a + h)) ≈ 0 (2.17)

も言える．

ここで，C 上の平行なベクトル場 Z を Zp(a+h) = Y p(a+h) とする．すなわち，Z として，ベクトル Y p(a+h)

に平行なベクトル場とする．

すると，

Πp(a+h)
p(a) Y p(a+h) = Πp(a+h)

p(a) Zp(a+h) = Zp(a) = Zk(a)
(

∂

∂xk

)
p(a)

である．ここで，Zk(a)は，式 (2.17)より，

Zk(a) = Zk(a + h) + hZj(a + h)ẋi(a + h)Γk
ij (p(a + h)) + O(h)
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である．ここで，O(h)は有限な hに伴なう近似誤差を表す．ここで，Zp(a+h) = Y p(a+h) であることより，

Zk(a) = Y k(a + h) + hY j(a + h)ẋi(a + h)Γk
ij (p(a + h)) + O(h)

である．したがって，

Πp(a+h)
p(a) Y p(a+h) = Zk(a)

(
∂

∂xk

)
p(a)

=
(
Y k(a + h) + hY j(a + h)ẋi(a + h)Γk

ij (p(a + h)) + O(h)
)(

∂

∂xk

)
p(a)

であり，

1
h

(
Πp(a+h)

p(a) Y p(a+h) − Y p(a)

)
=

1
h

[(
Y k(a + h) + hY j(a + h)ẋi(a + h)Γk

ij (p(a + h)) + O(h)
) (

∂

∂xk

)
p(a)

− Y k(a)
(

∂

∂xk

)
p(a)

]

=
(

Y k(a + h) − Y k(a)
h

+ Y j(a + h)ẋi(a + h)Γk
ij (p(a + h)) + O(h)

) (
∂

∂xk

)
p(a)

であるので，

lim
h→0

1
h

(
Πp(a+h)

p(a) Y p(a+h) − Y p(a)

)
=

(
dY k

dt
(a) + Y j(a)ẋi(a)Γk

ij (p(a))
)(

∂

∂xk

)
p(a)

=
(
∇ṗ(t)Y

)
p(a)

となる．

すなわち，上式左辺が共変微分の意味であり，接空間 Tp(a+h)に属するベクトル Y p(a+h) ∈ Tp(a+h)を，接空間

Tp(a)へ平行移動して，この接空間の元であるベクトル Y p(a)との間で差分を計算している．これは，ユークリッ

ド空間での（通常の）ベクトルの微分

dv(t)
dt

= lim
∆t→0

v(t + ∆t) − v(t)
∆t

の，多様体という抽象的な曲面への拡張であることがわかる．

2.3.3 補足：測地線

多様体M 上の曲線 C に沿ったベクトル場 Z を考えた．Z が C に関して平行であるとは式 (2.15)，すなわち，

dZk

dt
+ Zj dxi

dt
Γk

ij = 0 (k = 1, . . . , n)

が成り立つことが条件であった．ここで，曲線 C の速度ベクトル（接ベクトル）ṗ(t)について考えてみる．この
ṗ(t)も C に沿ったベクトル場をなす．ここで，

∇ṗ(t)ṗ(t) = 0

は，C の速度ベクトル場が C 自身に沿って平行であることを意味する．このような曲線を測地線と呼ぶ．座標表

示では，Zk = ẋk を式 (2.15)に代入し，

d2xk

dt2
+ Γk

ij
dxi

dt

dxj

dt
= 0 (k = 1, . . . , n)

を得る．上式は測地線方程式と呼ばれる．
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第3章 曲率から双対アフィン接続まで

多様体の曲率，接続を復習し，情報幾何で用いられる双対アフィン接続について説明する．

3.1 曲率テンソル

3.1.1 曲率テンソルの定義

多様体の上でベクトル場X, Y , Z ∈ X(M)に対して，∇X∇Y Z と ∇Y ∇XZ は同じにはならない．すなわち，

∇X∇Y と∇Y ∇X は交換可能ではない．この差が曲面の曲がり方に関係する．

R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M)

に対して，

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

と定義し，曲率テンソル場とよぶ．これを第 1の形式と呼ぶ．

また，

R(X, Y , Z, W ) : X(M) × X(M) × X(M) × X(M) → R

を

R(X, Y ,Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉

と定義し，これも曲率テンソル場と呼ぶ．これを第 2の形式と呼ぶ．第 1，第 2形式とも (1, 3)型（1階反変，3
階共変）テンソルである1．

このノートでは主に第 1形式の曲率テンソル場を用いる．

3.1.2 曲率テンソル場（第 1の形式）の性質

上で定義した作用素（曲率テンソル場：第 1の形式）について，以下が成り立つ．ただし，X,Y , Z ∈ X(M)，
f ∈ C∞(M)（f はいくらでも微分可能）である．2)，3)は Rがテンソル（多重線形写像）であることの帰結で

ある．

1) R(X,Y )Z = −R(Y , X)Z
1第 1形式はベクトル（場）を出力し，第 2形式は実数を出力するが，第 1形式の出力結果であるベクトルは，第 2形式の出力結果を成分

とするベクトルである．つまり，第 1形式と第 2形式の違いは，出力結果がベクトルの基底表示か成分表示かという点のみである．ちなみに，
3 次元ユークリッド空間のベクトルの例では，i, j, k を (x, y, z) 方向の基底ベクトルとして，ベクトル x を基底表示では x = xi + yj + zk
と表し，成分表示では x = (x, y, z) と表す．
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2) R(fX,Y )Z = fR(Y , X)Z, R(X, fY )Z = fR(Y , X)Z

3) R(X,Y )(fZ) = fR(Y , X)Z

(1)の証明：

定義から

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

である．したがって，

R(Y , X)Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇Y Z −∇[Y ,X]Z

カッコ積は定義から [X, Y ] = −[Y ,X]であるので，R(Y , X)Z = −R(X, Y )Z が成り立つ．

(2)の証明：

R(fX,Y )Z = ∇fX∇Y Z −∇Y ∇fXZ −∇[fX,Y ]Z

である．ここでまず，

[fX, Y ] = ∇fXY −∇Y (fX) = f∇XY − (Y f)X − f∇Y X = f [X, Y ] − (Y f)X

であり，したがって，

∇[fX,Y ]Z = f∇[X,Y ]Z − (Y f)∇XZ

となる．さらに，

∇fX∇Y Z = f∇X∇Y Z

∇Y ∇fXZ = ∇Y (f∇XZ) = (Y f)∇XZ + f∇Y ∇XZ

であるので，

R(fX,Y )Z = f∇X∇Y Z −
(
(Y f)∇XZ + f∇Y ∇XZ

)
−

(
f∇[X,Y ]Z − (Y f)∇XZ

)
= f

(
∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
= fR(X, Y )Z

(3)の証明：

R(X, Y )(fZ) = ∇X∇Y (fZ) −∇Y ∇X(fZ) −∇[X,Y ](fZ)

であり，

∇X∇Y (fZ) = ∇X((Y f)Z + f∇Y Z) = X(Y f)Z + (Y f)∇XZ + (Xf)∇Y Z + f∇X∇Y Z

また，

∇Y ∇X(fZ) = ∇Y ((Xf)Z + f∇XZ) = Y (Xf)Z + (Xf)∇Y Z + (Y f)∇XZ + f∇Y ∇XZ

したがって，

∇X∇Y (fZ) −∇Y ∇X(fZ) = f
(
∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ

)
+ X(Y f)Z − Y (Xf)Z

また，

∇[X,Y ](fZ) = ([X, Y ]f)Z + ∇[X,Y ]Z

であるので，したがって，

R(X,Y )(fZ) = fR(X,Y )Z + X(Y f)Z − Y (Xf)Z − ([X, Y ]f)Z

であるが，

([X, Y ]f)Z =
[
X(Y f) − Y (Xf)

]
Z

であるので，結局，(3)が示せた．
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3.1.3 ビアンキの恒等式

任意のベクトル場X, Y , Z ∈ X(M)に対して，

R(X, Y )Z + R(Y , Z)X + R(Z, X)Y = 0

が成り立つ．

証明：

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

R(Y , Z)X = ∇Y ∇ZX −∇Z∇Y X −∇[Y,Z]X

R(Z, X)Y = ∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

であるので，全部足せば右辺は

右辺 = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ + ∇Y ∇ZX −∇Z∇Y X + ∇Z∇XY −∇X∇ZY

−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y

= ∇X(∇Y Z −∇ZY ) + ∇Y (∇ZX −∇XZ) + ∇Z(∇XY −∇Y X)

−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y

ここで，

∇Y Z −∇ZY = [Y , Z]

∇ZX −∇XZ = [Z,X]

∇XY −∇Y X = [X,Y ]

であるので，結局，

右辺 = ∇X [Y , Z] −∇[Y,Z]X + ∇Y [Z, X] −−∇[Z,X]Y + ∇Z [X, Y ] −∇[X,Y ]Z

であるが，さらに，

∇X [Y ,Z] −∇[Y,Z]X = [X, [Y , Z]]

∇Y [Z,X] −∇[Z,X]Y = [Y , [Z, X]]

∇Z [X, Y ] −∇[X,Y ]Z = [Z, [X,Y ]]

であるので，カッコ積のヤコビ恒等式から

[X, [Y , Z]] + [Y , [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

である．したがって，

R(X, Y )Z + R(Y , Z)X + R(Z, X)Y = 0

を得る．
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3.1.4 曲率テンソルの成分表示

局所座標系を用いて曲率テンソル R(X, Y )Z を成分で表す．曲率テンソルは，基底表示をすると

R(X,Y )Z = R`
ijkdxk ⊗ dxj ⊗ dxi ⊗ ∂

∂x`

であり，テンソルの局所座標系 (xi)における成分 R`
ijk は

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= R`

ijk

∂

∂u`

として求まる．上式左辺を計算する．

まず，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= ∇ ∂

∂uk
∇ ∂

∂uj

∂

∂ui
−∇ ∂

∂uj
∇ ∂

∂uk

∂

∂ui
−∇

[
∂

∂uk ,
∂

∂uj ]

∂

∂ui

を計算する2．ここで，[
∂

∂uk
,

∂

∂uj
] = 0であるので，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= ∇ ∂

∂uk
∇ ∂

∂uj

∂

∂ui
−∇ ∂

∂uj
∇ ∂

∂uk

∂

∂ui

となって，曲率テンソル R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
は共変微分の順序を変えた差に等しくなる．

ここで，

∇ ∂

∂ui

∂

∂uj
=

∑
`

Γ`
ij

∂

∂u`
= Γ`

ij
∂

∂u`

を用いる．この式は，接空間の j方向への基底
∂

∂uj
の i方向への共変微分を，Γk

ij を係数として基底
∂

∂uk
で展

開したものである．すると，

∇ ∂

∂uk
(∇ ∂

∂uj

∂

∂ui
) = ∇ ∂

∂uk
(Γ`

ji
∂

∂u`
) =

∂Γ`
ji

∂uk

∂

∂u`
+ Γ`

ji ∇ ∂

∂uk

∂

∂u`

=
∂Γ`

ji

∂uk

∂

∂u`
+ Γ`

ji Γm
k`

∂

∂um
=

∂Γ`
ij

∂uk

∂

∂u`
+ Γm

ij Γ`
km

∂

∂u`

また，

∇ ∂

∂uj
∇ ∂

∂uk

∂

∂ui
=

∂Γ`
ik

∂uj

∂

∂u`
+ Γm

ik Γ`
jm

∂

∂u`

したがって，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
=

∂Γ`
ji

∂uk

∂

∂u`
+ Γm

ji Γ`
im

∂

∂u`
−

(
∂Γ`

ik

∂uj

∂

∂u`
+ Γm

ik Γ`
jm

∂

∂u`

)
=

(
∂Γ`

ji

∂uk
− ∂Γ`

ik

∂uj
+ Γm

ji Γ`
km − Γm

ik Γ`
jm

)
∂

∂u`

=
(

∂Γn
ij

∂uk
− ∂Γn

ik

∂uj
+ Γm

ij Γn
km − Γm

ik Γn
jm

)
∂

∂un
(3.1)

2R`
ijk に関して，教科書にある公式を導くには微分の順序に注意しなければならない．すなわち微分の順序を pijk と同じにしなければな

らない．つまり，

pijk =
∂

∂uk

(
∂

∂uj

(
∂

∂ui
p

))
であるので，i → j → k の順番で微分をするように添え字を決める．
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を得る．これを，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= R`

ijk

∂

∂u`

とする．したがって，

R`
ijk =

∂Γ`
ij

∂uk
− ∂Γ`

ik

∂uj
+ Γm

ij Γ`
km − Γm

ik Γ`
jm (3.2)

を得る3．

3.1.5 捩率テンソル場

T : X(M) × X(M) → X(M)

に対して，

T (X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ]

と定義し，捩率テンソル場とよぶ．T が双線形写像であること，つまり，

T (fX, gY ) = fgT (X, Y )

が成り立つことは簡単に示せる．局所座標 (x1, x2, . . . , xn)で表すと，

T (
∂

∂xi
,

∂

∂xj
) = ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
− [

∂

∂xi
,

∂

∂xj
] = Γ`

ij
∂

∂x`
− Γ`

ji
∂

∂x`
=

(
Γ`

ij − Γ`
ji

) ∂

∂x`

したがって，T (X,Y )は 1階反変 2階共変テンソルである．

T (X, Y ) = T k
ij

∂

∂xk

とすれば，

T k
ij = Γk

ij − Γk
ji (3.3)

である．つまり，T = 0の条件は接続係数 Γk
ij が下付きの添え字に関して対称となることと同値である．

3.2 平坦な多様体とアフィン座標系

3.2.1 平坦な多様体

平坦性の定義 アフィン接続を持つ多様体M において，曲率テンソル場 Rも捩率テンソル場 T もともに恒等的

にゼロとなるとき，M は平坦であると言う．

アフィン座標系：定義 アフィン接続∇を持つ多様体M の局所座標系 (x1, x2, . . . , xn)において，接続係数 Γk
ij

が全て恒等的にゼロとなるとき，この座標系を∇−アフィン座標系と呼ぶ．

定理 アフィン接続∇を持つ多様体M において，次の 2条件は同値である．
3多くの本では，共変微分の順序を変えた場合のちがいから上式を導いている．この場合，共変微分の式でクリストッフェル記号を含む項

はマイナス記号が付くため正負が上式と逆になっている．
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(i) M は平坦である．

(ii) M の各点の周りにアフィン座標系が存在する．

証明： (ii)→(i)

この部分は簡単である．アフィン座標系においては接続係数 Γk
ij は全てゼロであるので，このとき，曲率テンソ

ル Rも捩率テンソル T もゼロとなる．

証明： (i)→(ii)

まず，接続係数の変換測を導く．

局所座標系 xi において4，xj 方向の接ベクトルの xi 方向への方向微分は，

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij
∂

∂xk

と書ける．また，別の局所座標系 ξa を用いると，

∇ ∂
∂ξa

∂

∂ξb
= Γc

ab
∂

∂ξc

と書ける．2つの座標系で表すことのできる領域では，接続係数 Γk
ij と Γc

ab の間に何らかの変換測があるはずで

ある．この変換測を導く．

そのため，∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
を 2通りで計算する．まず，

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij
∂

∂xk
= Γk

ij
∂ξc

∂xk

∂

∂ξc
(3.4)

と表せる．上式は，接ベクトル変換測：
∂

∂xk
=

∂ξc

∂xk

∂

∂ξc
を用いただけである5．

一方，この変換測を用いて，

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= ∇ ∂

∂xi

(
∂ξb

∂xj

∂

∂ξb

)
=

∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj
∇ ∂

∂xi

∂

∂ξb
=

∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj
∇ ∂ξa

∂xi
∂

∂ξa

∂

∂ξb

=
∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
∇ ∂

∂ξa

∂

∂ξb
=

∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
Γc

ab
∂

∂ξc

=
(

∂2ξc

∂xi∂xj
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
Γc

ab

)
∂

∂ξc
(3.5)

である．ここで，式 (3.4)と (3.5)を比較すれば，

Γk
ij

∂ξc

∂xk
=

∂2ξc

∂xi∂xj
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
Γc

ab

4局所座標系 x1, x2, . . . , xn と書くべきところを省略してこのように書いた．
5この変換測は，より明示的に書くと，

∂

∂x1

.

..
∂

∂xn

 =


∂ξ1

∂x1
· · ·

∂ξn

∂x1

.

..
. . .

.

..
∂ξ1

∂xn
· · ·

∂ξn

∂xn




∂

∂ξ1

.

..
∂

∂ξn


となる．接ベクトルにヤコビ行列をかけて別の座標系の接ベクトルを得ている．
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を得る．ヤコビ行列
∂ξc

∂xk
の逆行列を両辺に乗じて

Γk
ij =

∂2ξc

∂xi∂xj

∂xk

∂ξc
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi

∂xk

∂ξc
Γc

ab

を得る．上式が，座標変換 (ξ1, . . . , ξn) → (x1, . . . , xn)に関する接続係数の座標変換測である．

ここから，(i)→(ii)の証明に入る．任意の局所座標系 x1, . . . , xnに対して，ある座標系 ξ1, . . . , ξnが存在して，そ

の座標系における接続係数はゼロとなるので，

0 = Γc
ab =

∂2x`

∂ξa∂ξb

∂ξc

∂x`
+

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij (3.6)

となる．以下では，このような座標系 (ξa)が，任意の座標系 (xi)に対して必ず存在することを示す．このため，
まず，恒等式

∂x`

∂ξb

∂ξb

∂xj
= δ`

j

の両辺を xi で偏微分する．
∂2x`

∂ξa∂ξb

∂ξa

∂xi

∂ξb

∂xj
+

∂x`

∂ξb

∂2ξb

∂xi∂xj
= 0

であるので，両辺にヤコビ行列
∂ξa

∂xi
と

∂ξb

∂xj
の逆行列をかけると，

∂2x`

∂ξa∂ξb
= − ∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂x`

∂ξd

∂2ξd

∂xi∂xj

を得る．式 (3.6)に代入して，

0 = Γc
ab =

∂2x`

∂ξa∂ξb

∂ξc

∂x`
+

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij = − ∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂x`

∂ξd

∂2ξd

∂xi∂xj

∂ξc

∂x`
+

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij

=
∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij − ∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂2ξc

∂xi∂xj
=

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

(
∂ξc

∂xk
Γk

ij − ∂2ξc

∂xi∂xj

)
(3.7)

を得る．したがって，Γc
ab = 0が成り立つのは，

∂ξc

∂xk
Γk

ij =
∂2ξc

∂xi∂xj
(3.8)

が成り立つのと同値である．上式は ξ1, . . . , ξnに関する 2階の偏微分方程式である．この方程式が解 ξ1, . . . , ξnを

持てばこの座標系における Γc
ab は恒等的にゼロとなる．

以下では，条件 (i)，つまり曲率テンソルR = 0と捩率テンソル T = 0の条件下で，式 (3.8)が（任意の座標系 (xi)
に対して）必ず解を持つことを示す．これは，偏微分方程式の解の存在条件に関する議論である．

式 (3.8)を，2つに分けて書くと

∂ξc

∂xk
= θc

k

∂θc
j

∂xi
= θc

kΓk
ij
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との，連立微分方程式となる．この連立微分方程式が解を持つ条件（可積分条件）は

∂2ξc

∂xi∂xj
=

∂2ξc

∂xj ∂xi
(3.9)

∂2θc
k

∂xi∂xj
=

∂2θc
k

∂xj ∂xi
(3.10)

である．まず，式 (3.9)は

∂2ξc

∂xi∂xj
=

∂2ξc

∂xj ∂xi
⇐⇒ ∂

∂xi
θc

j =
∂

∂xj
θc

i ⇐⇒ θc
kΓk

ij = θc
kΓk

ji ⇐⇒ θc
kT k

ij = 0

となる．ここで，捩率テンソル T k
ij = 0であるので，この可積分条件は成り立つ．次に，式 (3.10)は，

∂2θc
k

∂xi∂xj
=

∂2θc
k

∂xj ∂xi
⇐⇒ ∂

∂xi
(θc

`Γ
`
jk ) =

∂

∂xj
(θc

`Γ
`
ik )

⇐⇒ ∂θc
`

∂xi
Γ`

jk + θc
`

∂Γ`
jk

∂xi
− ∂θc

`

∂xj
Γ`

ik − θc
`

∂Γ`
ik

∂xj
= 0

⇐⇒ θc
mΓm

i` Γ`
jk + θc

m

∂Γm
jk

∂xi
− θc

mΓm
j` Γ`

ik − θc
m

∂Γm
ik

∂xj
= 0

⇐⇒ θc
m

(
Γm

i` Γ`
jk +

∂Γm
jk

∂xi
− Γm

j` Γ`
ik − ∂Γm

ik

∂xj

)
= 0 ⇐⇒ θc

mRm
ijk = 0

となる．リーマン曲率テンソル Rm
ijk = 0であるので，この可積分条件も成り立つ．したがって，式 (3.8)に示す

微分方程式は解 ξ1, . . . , ξn を持ち，この解のもとで接続係数は全てゼロとなる．

定理 M に局所座標系 (x1, . . . , xn)と (ξ1, . . . , ξn)があって，(xi)はアフィン座標系であったとする．このとき，
(ξa)もアフィン座標系であるための必要十分条件は座標変換がアフィン変換（線形変換）で書けること，すなわち，

x1

...
xn

 = A


ξ1

...
ξn

 + b

と書けることである．

証明： 証明は簡単である．接続係数の座標変換は

Γk
ij =

∂2ξc

∂xi∂xj

∂xk

∂ξc
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi

∂xk

∂ξc
Γc

ab

と表される．Γk
ij = 0のもとで Γc

ab = 0となるための必要十分条件は

∂2ξc

∂xi∂xj
= 0

となることであり，これは，座標変換がアフィン変換（座標変換が線形変換 ξc = axi + b）であることと同値で

ある．

3.2.2 Riemann接続

定義：M 上で定義された (0, 2)型テンソル場 gであって，各点 p ∈ M において gpが Tp(M)上の内積であるもの
をM のリーマン計量と言う．局所座標系を用いて，

g = gijdxi ⊗ dxj
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と表すと

g

(
∂

∂xm
,

∂

∂xn

)
= gijdxi(

∂

∂xm
)dxj(

∂

∂xn
) = gijδ

i
mδj

n = gmn

を得る．

定義：リーマン計量 gが与えられた多様体のことをリーマン多様体という．以下，リーマン多様体を (M, g)で表す．

以下，接ベクトル
∂

∂xi
を

∂i =
∂

∂xi

との表記法であらわす．

定義： リーマン多様体の座標近傍 (x1, . . . , xn)において，

Γij,k = Γ`
ij g`k =

1
2

(∂igjk + ∂jgki − ∂kgij) (3.11)

で定まるM のアフィン接続を Riemann接続，あるいは，Levi-Civita接続という．ここで，Γij,k は，接ベクトル

∇∂i∂j と ∂k の内積である．実際，

Γij,k = g (∇∂i∂j , ∂k) = g
(
Γ`

ij ∂`, ∂k

)
= Γ`

ij g (∂`, ∂k) = Γ`
ij g`k

gij は正定値行列なので逆行列が存在する．それを gij と書くことにすれば

gijg
jk = δk

i

が成り立つ．したがって，

Γij,kgkm = Γ`
ij g`kgkm = Γ`

ij δm
` = Γm

ij

である．

リーマン接続は次の著しい性質を持つ．

定理 なめらかな曲線 C = {p(t); a ≥ t ≥ b}に沿った LC(Levi-Civita)平行移動を Πa
b と書くと，任意の v, w ∈

Tp(a)M に対して，

gp(b) (Πa
bv, Πa

bw) = gp(a)(v, w)

が成り立つ．すなわち，内積は Levi-Civita平行移動に対して不変である．

証明： C に沿って平行な 2つのベクトル場 Y = {Y p(t)}と Z = {Zp(t)}に対して，内積 gp(t)(Y p(t), Zp(t))が
不変であること，すなわち，

d

dt
gp(t)(Y p(t), Zp(t)) = 0

を示す．

局所座標系 (xi)を用いて成分表示すれば，

Y p(t) = Y i(t)
(

∂

∂xi

)
p(t)

Zp(t) = Zi(t)
(

∂

∂xi

)
p(t)

である．すると，

d

dt
gp(t)(Y p(t), Zp(t)) =

d

dt

[
gijY

i(t)Zj(t)
]

=
dgij

dt
Y i(t)Zj(t) + gij Ẏ

i(t)Zj(t) + gijY
i(t)Żj(t)

=
∂gij

∂xk
ẋkY i(t)Zj(t) + gij Ẏ

i(t)Zj(t) + gijY
i(t)Żj(t) (3.12)
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が成り立つ．ここで，p(t)に沿って平行なベクトル場X について

dXk

dt
+ Xj dxi

dt
Γk

ij = 0 → Ẋk = −Xj ẋiΓk
ij

が成り立つ．したがって，

Ẏ i = −Γi
k` ẋkY ` Żj = −Γj

k` ẋkZ`

が成り立つので，これらを式 (3.12)に代入して，

d

dt
gp(t)(Y p(t), Zp(t)) =

d

dt

[
gijY

i(t)Zj(t)
]

=
∂gij

∂xk
ẋkY i(t)Zj(t) + gij Ẏ

i(t)Zj(t) + gijY
i(t)Żj(t)

=
∂gij

∂xk
ẋkY iZj − gij(Γi

k` ẋkY `)Zj − gijY
i(Γj

k` ẋkZ`)

=
∂gij

∂xk
ẋkY iZj − gmjΓm

ki ẋkY iZj − gimΓm
kj ẋkY iZj =

(
∂gij

∂xk
− gmjΓm

ki − gimΓm
kj

)
ẋkY iZj

=
(

∂gij

∂xk
− Γki,j − Γkj,i

)
ẋkY iZj (3.13)

を得る．

ところで，リーマン接続の定義式 (3.11)：

Γij,k =
1
2

(∂igjk + ∂jgki − ∂kgij)

から，

Γki,j =
1
2

(∂kgij + ∂igjk − ∂jgki) Γkj,i = Γjk,i =
1
2

(∂jgki + ∂kgij − ∂igjk)

を得る．したがって，

∂gij

∂xk
− Γki,j − Γkj,i = ∂kgij −

1
2

(∂kgij + ∂igjk − ∂jgki) −
1
2

(∂jgki + ∂kgij − ∂igjk) = 0

となる．したがって，リーマン接続が与えられたとき，任意の曲線に沿って平行なベクトル場どうしの内積は不

変に保たれる．証明終

アフィン接続∇を持つ Riemann多様体 (M, g)において，その計量が平行移動で保たれる場合に，接続∇は計量
的であるという．上の証明からわかるように接続が計量的である必要十分条件は

∂kgij − Γki,j − Γkj,i = 0

が成り立つことであり，座標系に依らない形で書けば

Xg(Y ,Z) = g(∇XY , Z) + g(Y ,∇XZ)

となる．上の関係式は，内積に対するライプニッツ則に他ならない．

証明：

X = ∂k Y = ∂i Z = ∂j
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とすれば，

∇XY = ∇∂k
∂i = Γ`

ki ∂`

であり，

g(∇XY , Z) = Γ`
ki g(∂`, ∂j) = Γki,j

となる，また，

∇XZ = ∇∂k
∂j = Γ`

kj ∂`

したがって，であるので，

g(Y ,∇XZ) = Γ`
kj g(∂i, ∂ell) = Γkj,i

また，

Xg(Y , Z) = ∂kgij

であるので，

∂kgij = Γki,j + Γkj,i

を得る．

定理 リーマン多様体 (M, g)のアフィン接続がリーマン接続であるための必要十分条件は接続が計量的であって捩

率 T がゼロとなることである．

リーマン接続なら接続は計量的で T = 0．リーマン接続なら式 (3.11)：

Γij,k = Γ`
ij g`k =

1
2

(∂igjk + ∂jgki − ∂kgij)

が成り立つ．よって Γij,k = Γji,k が成り立ち，T = 0である．また，上式が成り立てば，内積が保存され接続は計
量的となる．（既に証明している．）

接続が計量的で T = 0なら接続はリーマン接続となる．接続が計量的なら

∂kgij − Γki,j − Γkj,i = 0

が成り立つ．インデックスを巡回させると

∂kgij − Γki,j − Γkj,i = 0

∂igjk − Γij,k − Γik,j = 0

∂jgki − Γjk,i − Γji,k = 0

を得る．したがって，

∂igjk + ∂jgki − ∂kgij = (Γij,k + Γik,j) + (Γjk,i + Γji,k) − (Γki,j + Γkj,i) = 2Γij,k

を得る．上式は，リーマン接続となる条件の式に等しい．

3.3 双対アフィン接続

3.3.1 双対アフィン接続の定義

定義アフィン接続∇を持つリーマン多様体 (M, g)において，

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇∗
XZ) (3.14)
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で定義されるアフィン接続∇∗ を，計量 gに関する∇の双対アフィン接続という．

この定義から写像∇∗ は一意に定まる．また，共変微分の公理を満たす．

文献 [2]でも，任意の Y ∈ X(M)に対して式 (3.14)を満たす∇∗
XZ ∈ X(M)が一意的に存在することは，内積の

一意性（命題 3.4）から明らかとしか言っていない．それほど自明なことなのか？

さらに文献 [2]では以下の証明を行なっている．

•∇∗ はM のアフィン接続を定める．

これを示すには，X,Y, Z ∈ X(M)，f ∈ C∞(M)にたいして，∇∗ が次の (i)–(iv)を満たすことを示せばよい．

(i) ∇∗
Y +ZX = ∇∗

Y X + ∇∗
ZX

(ii) ∇∗
fY X = f∇∗

Y X

(iii) ∇∗
Z(X + Y ) = ∇∗

ZX + ∇∗
ZY

(iv) ∇∗
Y (fX) = (Y f)X + f∇∗

Y X

証明： (i) 式 (3.14)から，∀W ∈ X(M)に対して，

(Y + Z)g(W,X) = g(∇Y +ZW,X) + g(W,∇∗
Y +ZX)

すなわち，

g(W,∇∗
Y +ZX) = (Y + Z)g(W,X) − g(∇Y +ZW,X)

である．

g(W,∇∗
Y +ZX) = (Y + Z)g(W,X) − g(∇Y +ZW,X)

= Y g(W,X) + Zg(W,X) − g(∇Y W + ∇ZW,X) = Y g(W,X) + Zg(W,X) − g(∇Y W,X) − g(∇ZW,X)

= g(∇Y W,X)+ g(W,∇∗
Y X)+ g(∇ZW,X)+ g(W,∇∗

Z , X)− g(∇Y W,X)− g(∇ZW,X) = g(W, (∇∗
Y +∇∗

Z)X)

すなわち

g(W,∇∗
Y +ZX) = g(W, (∇∗

Y + ∇∗
Z)X)

であり，したがって，

∇∗
Y +Z = ∇∗

Y + ∇∗
Z

が言える．

証明： (ii)
fXg(Y,Z) = g(∇(fX)Y,Z) + g(Y,∇∗

(fX)Z)

から

g(Y,∇∗
(fX)Z) = fXg(Y,Z) − g(∇(fX)Y,Z) = fg(∇XY,Z) + fg(Y,∇∗

XZ) − fg(∇XY,Z) = g(Y, f∇∗
XZ)

であり，

g(Y,∇∗
(fX)Z) = g(Y, f∇∗

XZ)

つまり，

∇∗
(fX) = f∇∗

X
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が言える．

証明： (iii)
Zg(W, (X + Y )) = g(∇ZW,X + Y ) + g(W,∇∗

Z(X + Y ))

したがって，

g(W,∇∗
Z(X + Y )) = Zg(W,X + Y ) − g(∇ZW,X + Y ) = Zg(W,X) + Zg(W,Y ) − g(∇ZW,X) − g(∇ZW,Y )

= g(∇ZW,X) + g(W,∇∗
ZX) + g(∇ZW,Y ) + g(W,∇∗

ZY ) − g(∇ZW,X) − g(∇ZW,Y )

= g(W,∇∗
ZX + ∇∗

ZY )

であるので，

∇∗
Z(X + Y ) = ∇∗

ZX + ∇∗
ZY

が言える．

証明： (iv)
Y g(W, fX) = g(∇Y W, fX) + g(W,∇∗

Y (fX))

であり，

g(W,∇∗
Y (fX)) = Y g(W, fX) − g(∇Y W, fX) = Y (fg(W, fX)) − fg(∇Y W,X)

= (Y f)g(W,X) + fY g(W,X) − fg(∇Y W,X)

= (Y f)g(W,X) + fg(∇Y W,X) + fg(W,∇∗
Y X) − fg(∇Y W,X)

= (Y f)g(W,X) + fg(W,∇∗
Y X) = g(W, (Y f)X + f∇∗

Y X)

がなりたち，

∇∗
Y (fX) = (Y f)X + f∇∗

Y X

を得る．証明終

∇が gに対して計量的であることと∇ = ∇∗ は同値である．

∇が gに対して計量的であれば，X,Y, Z ∈ X(M)に対して，

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) (3.15)

が成り立つ．式 (3.14)と比較すれば，
∇ = ∇∗

である．また，上式が成り立てば，式 (3.15)が成り立つので，∇は計量的であると言える．

定義： リーマン多様体 (M, g)において，計量 g に関する双対性（式 (3.14)）を満たすアフィン接続のペア
(∇,∇∗)が与えられたとき，3つの組 (g,∇,∇∗)をM の双対構造という．

次が成り立つ．

∇がリーマン接続 ⇐⇒ ∇ = ∇∗かつ捩率がゼロ

なぜならば，リーマン接続の定義（接続が計量的）

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)
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と，式 (3.14)を見比べれば，∇ = ∇∗ であれば∇は計量的である．

逆に，∇ 6= ∇∗ であれば，一般的には∇および∇∗ ともに計量的でない．しかし，

∇̄ =
1
2
(∇ + ∇∗)

は常に計量的である．

証明： 双対アフィン接続の定義から，

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇∗
XZ)

であり，また，Z と Y を入れ替えて，

Xg(Z, Y ) = g(∇XZ, Y ) + g(Z,∇∗
XY )

内積の順序を入れ替えて

Xg(Z, Y ) = g(Z,∇∗
XY ) + g(∇XZ, Y ) = g(∇∗

XY,Z) + g(Y,∇XZ)

一番上の式と足して 2で割れば，
Xg(Z, Y ) = g(∇̄XY,Z) + g(Y, ∇̄XZ)

を得る．すなわち，∇̄は計量的である．

疑問点：双対アフィン接続の特殊な場合（∇ = ∇∗）がリーマン接続である．すると，双対アフィン接続はリー

マン接続よりも広い概念（よりありふれている）のか？

定理：

双対平行移動に関する内積の不変性．曲線 C = {p(t); a ≤ t ≤ b}に沿った ∇および ∇∗ に関する平行移動を

ΠC と Π∗
C と書くと，任意の v, w ∈ Tp(a)M に対して，

gp(b)(ΠCv, Π∗
Cw) = gp(a)(v, w)

が成り立つ．つまり，1つの接ベクトルを∇に関して平行移動し，もう 1つを∇∗に関して平行移動するなら，内

積は保存される．

証明： C に沿って∇−平行なベクトル場を Y，∇∗−平行なベクトル場を Z とする．

ベクトル場X を C に沿って微分するとは

∇ṗ(t)X

を計算することであり，X が C に沿って平行であるとは，

∇ṗ(t)X = 0

が成り立つことである．曲線 p(t)を座標表示すると，p(t) = (x1(t), . . . , xn(t))であり，

ṗ(t) =
dxi

dt

∂

∂xi
=

d

dt

である．さて，今，ベクトル場 Y と Z は C に沿って平行としているので，

∇ṗ(t)Y = 0 ∇∗
ṗ(t)Z = 0
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である．したがって，双対接続の定義より，双対平行移動に関して

d

dt
g(Y,Z) = g(∇ṗ(t)Y,Z) + g(Y,∇∗

ṗ(t)Z) = 0

が成り立つ．したがって，g(Y,Z)は定数であり，内積は保存される．

定理： ∇−曲率 Rがゼロであることと，∇∗−曲率 R∗ がゼロであることは同値である．

証明： 恒等式

[X,Y ]g(Z,W ) = XY g(Z,W ) − Y Xg(Z,W )

において，まず左辺は∇−接続と∇∗−接続を用いて

[X,Y ]g(Z,W ) = g(∇[X,Y ]Z,W ) + g(Z,∇∗
[X,Y ]W )

となる．一方右辺の第 1項は

XY g(Z,W ) = X [Y g(Z,W )] = X [g(∇Y Z,W ) + g(Z,∇∗
Y W )] = Xg(∇Y Z,W ) + Xg(Z,∇∗

Y W )

= g(∇X∇Y Z,W ) + g(∇Y Z,∇∗
XW ) + g(∇XZ,∇∗

Y W ) + g(Z,∇∗
X∇∗

Y W )

であり，右辺の第 2項は

Y Xg(Z,W ) = Y [Xg(Z,W )] = Y [g(∇XZ,W ) + g(Z,∇∗
XW )] = Y g(∇XZ,W ) + Y g(Z,∇∗

XW )

= g(∇Y ∇XZ,W ) + g(∇XZ,∇∗
Y W ) + g(∇Y Z,∇∗

XW ) + g(Z,∇∗
Y ∇∗

XW )

したがって，

g(∇[X,Y ]Z,W ) + g(Z,∇∗
[X,Y ]W ) = g(∇X∇Y Z,W ) + g(Z,∇∗

X∇∗
Y W ) − g(∇Y ∇XZ,W ) − g(Z,∇∗

Y ∇∗
XW )

すなわち，

−
[
g(∇X∇Y Z,W ) − g(Z,∇Y ∇XW ) − g(∇[X,Y ]Z,W )

]
= g(Z,∇∗

X∇∗
Y W ) − g(Z,∇∗

Y ∇∗
XW ) − g(Z,∇∗

[X,Y ]W )

であるので，

−g(R(X,Y, Z)Z,W ) = g(Z,R∗(X,Y, Z)W )

が成り立つ．上式から，R = 0と R∗ = 0は同値である．（つまり，R = 0ならR∗ = 0であり，R∗ = 0ならR = 0
である．）

3.3.2 統計多様体

定理：統計多様体

接続∇が計量的である条件：
Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)

を思い出し，ここで，

(∇g)(X,Y, Z) = Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇XZ) (3.16)
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を定義する．これが，接続 ∇ が「どのくらい計量的でないか」を測るテンソル量である．((∇g)(X,Y, Z) は
(∇Xg)(Y,Z)と書く流儀もある [2]．)

∇と∇∗を互いに双対な接続とする．次の 4条件のうち，任意の 2条件を仮定すると，残りの 2条件が成り立つ．

(1) ∇の捩率はゼロである．

(2) ∇∗ の捩率はゼロである．

(3) (∇g)(X,Y, Z)はX,Y, Z に関して対称である．（コダッチの方程式）

(4) ∇̄ = 1
2 (∇ + ∇∗)は Riemann接続である．

証明： まず，式 (3.16)を書き直す．

(∇g)(X,Y, Z) = g(∇∗
XY,Z) − g(∇XY,Z)

と書き直せる．（この式の導出は未確認．）X と Y を入れ替えて，

(∇g)(Y,X,Z) = g(∇∗
Y X,Z) − g(∇Y X,Z)

であるので，

(∇g)(X,Y, Z) − (∇g)(Y,X,Z) = g(∇∗
XY −∇∗

Y X,Z) − g(∇XY −∇Y X,Z)

を得る．また，捩率について，

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ]

T ∗(X,Y ) = ∇∗
XY −∇∗

Y X − [X,Y ]

であるので，結局，

(∇g)(X,Y, Z) − (∇g)(Y,X,Z)

= g(T ∗(X,Y ) + [X,Y ], Z) − g(T (X,Y ) + [X,Y ], Z) = g(T ∗(X,Y ) − T (X,Y ), Z) (3.17)

である．

(1),(2)が成り立っている場合：

式 (3.17)より，
(∇g)(X,Y, Z) = (∇g)(Y,X,Z)

が成り立つ．Y,Z の対称性は自明であるため，(3)が成り立つ．また，T = T ∗ = 0が仮定されているため，∇̄は
Riemann接続である．したがって，(3),(4)が言える．

(1),(3)を仮定した場合：

式 (3.17)より，T = T ∗ が言えるので，T ∗ = 0が言える．上と同じ論法で ∇̄は Riemann接続である．(2),(3)
を仮定した場合も同じである．

(1),(4)を仮定した場合：

∇∗ = 2∇̄ − ∇を
T ∗(X,Y ) = ∇∗

XY −∇∗
Y X − [X,Y ]
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に代入すれば，

T ∗(X,Y ) = (2∇̄X −∇X)Y − (2∇̄Y −∇Y )X − [X,Y ] = 2T̄ (X,Y ) − T (X,Y ) = 0

なぜなら，∇̄は Riemann接続なので，T̄ = 0．したがって，(2)が言える．(1),(2)から (3)が言える．(2),(4)を
仮定した場合も同じである．

(3),(4)を仮定した場合：

式 (3.17)より，
g(T ∗(X,Y ) − T (X,Y ), Z) = 0

Z は任意なので，

T ∗(X,Y ) − T (X,Y ) = 0

(4)より，∇̄はリーマン接続なので，その捩率

1
2
(T (X,Y ) + T ∗(X,Y )) = 0 → T (X,Y ) + T ∗(X,Y ) = 0

したがって，T = T ∗ = 0が言える．

文献 [2]における (1),(2)→(3)の証明： まず最初に以下の成立を示す．

(∇g)(X,Y, Z) + g(Y, T (X,Z)) = (∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z))

（文献 [2]では，(∇g)(X,Y, Z), (∇g)(Z, Y,X)はそれぞれ (∇Xg)(Y,Z), (∇Zg)(Y,X)と表されている．）

証明：

(∇g)(X,Y, Z) + g(Y, T (X,Z)) = Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇XZ) + g(Y,∇XZ −∇ZX − [X,Z])

= Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇XZ) + g(Y,∇XZ) − g(Y,∇ZX) − g(Y, [X,Z])

= Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇ZX) − g(Y, [X,Z])

また，

(∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z)) = Zg(Y,X) − g(∇ZY,X) − g(Y,∇ZX) + g(Y,∇∗
XZ −∇∗

ZX − [X,Z])

= Zg(Y,X) − g(∇ZY,X) − g(Y,∇ZX) + g(Y,∇∗
XZ) − g(Y,∇∗

ZX) − g(Y, [X,Z])

である．ここで，双対アフィン接続の定義式から

g(Y,∇∗
XZ) = Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z)

g(Y,∇∗
ZX) = Zg(Y,X) − g(∇ZY,X)

であるので，代入して，

(∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z))

= Zg(Y,X) − g(∇ZY,X) − g(Y,∇ZX) + Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − Zg(Y,X) + g(∇ZY,X) − g(Y, [X,Z])

= Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇ZX) − g(Y, [X,Z])
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であり，したがって，

(∇g)(X,Y, Z) + g(Y, T (X,Z)) = (∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z))

が成り立つ．したがって，T = 0, T ∗ = 0が成り立てば，

(∇g)(X,Y, Z) = (∇g)(Z, Y,X)

がなりたつ．上記を（あるいは前述の条件 (3)を）コダッチの方程式と呼ぶ．

定義：統計多様体

多様体M にアフィン接続∇とリーマン計量 gが与えられているとき，∇の捩率がゼロでコダッチの方程式が
成り立つとき (M,∇, g)を統計多様体という．

これまでの議論から，上記は，以下の定義と同じである．

多様体M にアフィン接続∇とリーマン計量 gが与えられているとき，∇とその相対接続∇∗ の捩率がともに

ゼロであるとき (M,∇, g)を統計多様体という．

あるいは，前述の条件 (1)–(4)が満たされている多様体を統計多様体と呼ぶ．（ただし，4つの条件のうち 2つが
満たされていればよい．）

3.3.3 双対平坦な多様体

定義： 双対構造 (g,∇,∇∗)を持つ多様体M において，∇に関する曲率 Rも捩率 T もともにゼロとなり，か

つ∇∗ に関する曲率 Rと捩率 T がゼロとなるとき，M は双対平坦であるという．

平坦な多様体上では局所アフィン座標系（接続が恒等的にゼロとなる座標系）が存在する．接続∇と∇∗につ

いて同時に平坦な多様体を考えているので，局所アフィン座標系もそれぞれの接続ごとに 2種類存在する．そこ
で，U ; x1, . . . , xn)を∇に関するアフィン座標近傍，V ; y1, . . . , yn)を∇∗ に関するアフィン座標近傍とする．

定理：

双対平坦な多様体M では，各点の周りで

g

(
∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
= δij

を満たす局所∇−アフィン座標系 (xi)と，局所∇∗−アフィン座標系 (yj)を取ることができる．この特性を持っ
た (xi)と (yj)を双対アフィン座標系と呼ぶ．

証明： 点 p ∈ M の近傍において∇に関するアフィン座標近傍 (U ; ξi)と∇∗に関するアフィン座標近傍 (V ; ηi)
とを定める．そして，

gp

((
∂

∂ξi

)
p

,

(
∂

∂ηj

)
p

)
を (i, j) 成分とする行列を G とする．計量の正定値性より，G は正則行列である．ここで，列ベクトル ξ =
[ξ1, . . . , ξn]T，η = [η1, . . . , ηn]T として，

x = ξ

y = Gη
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とする新しい座標系を導入する．新しい座標系は x = [x1, . . . , xn]T，y = [y1, . . . , yn]T であらわした．y = Gη

を成分で表すと，

yj =
∑

k

Gjkηk → ηk =
∑

j

[G−1]kjy
j

と表される．したがって，
∂

∂yj
=

∑
k

∂ηk

∂yj

∂

∂ηk
=

∑
k

[G−1]kjη
k

である．ここで，

g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
g

(
∂

∂xi

)
p

,

(∑
k

[G−1]kj
∂

∂ηk

)
p


=

∑
k

[G−1]kjg

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂ηk

)
p

)
=

∑
k

[G−1]kjGik = δij

である．したがって，上で定義した (xi)と (yj)が求める座標系である．

以下は必要か?　任意の pで上が証明できていればそれでOKなのではないのか．

こうして作ったアフィン座標系の組 (xi), (yj)がすべての p ∈ U ∩ V で

g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= δij

を満たすことを示す．これを示すには，任意のベクトル場X ∈ X(M)に対して，

Xg

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= 0

が言えれば，g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= δij がどこでも成り立つことが言える．実際，

Xg

(
∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
= g

(
∇X

∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
+ g

(
∂

∂xi
,∇∗

X

∂

∂yj

)
であるが，(xi)が∇アフィン座標系なので

∇X
∂

∂xi
= 0

(yi)が∇∗ アフィン座標系なので

∇∗
X

∂

∂yi
= 0

である6．したがって，Xg = 0であり，g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= δij が p ∈ U ∩ V のどこでも成り立つ．

6補足：

∇X
∂

∂xi
= ∇

Xj ∂

∂xj

∂

∂xi
= XjΓk

ji
∂

∂xk

であるが，アフィン座標系なので Γk
ji は恒等的にゼロであり，∇X

∂

∂xi
= 0 である．∇∗

X

∂

∂yi
= 0 についても全く同様な議論が成り立つ．
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記号の定義 以下のように記号を定義する．上で議論した直交性を満たす ∇−アフィン座標系を (θi)で，∇∗−
アフィン座標系を ηj で表す．これらを θ−座標系，η−座標系と呼ぶ．

対応する接ベクトル場の基底を

∂i =
∂

∂θi
∂i =

∂

∂ηi

と書く．（添え字が上付きか下付きかで θiの接ベクトルか ηiの接ベクトルかを区別する．わかりにくい!!　要注意）
そして，直交性は

g(∂i, ∂
j) = g

(
∂

∂θi
,

∂

∂ηj

)
= δj

i

と表す．

3.3.4 双対座標とルジャンドル変換

この節は，このように定義した θ−座標系と η−座標系がルジャンドル変換の関係にあることを証明するもの
である．

まず，準備として以下の補題を証明する．

補題：双対アフィン座標系 {θi, ηi}に対する計量 gの成分を

gij = g(∂i, ∂j) = g

(
∂

∂θi
,

∂

∂θj

)
gij = g(∂i, ∂j) = g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂ηj

)
とおくと，

gij = ∂iηj =
∂ηj

∂θi
=

∂ηi

∂θj
= ∂jηi

gij = ∂iθj =
∂θj

∂ηi
=

∂θi

∂ηj
= ∂jθi

gijg
jk = δk

i

が成り立つ．

証明：

∂i =
∂

∂θi
=

∂ηk

∂θi

∂

∂ηk
=

∂ηk

∂θi
∂k

であるので，

gij = g(∂i, ∂j) = g(
∂ηk

∂θi
∂k, ∂j) =

∂ηk

∂θi
g(∂k, ∂j) =

∂ηk

∂θi
δk
j =

∂ηj

∂θi
= ∂iηj (3.18)

が成り立つ．ここで，gij は座標変換 (θi) → (ηj)の座標変換のヤコビ行列
(

∂ηj

∂θi

)
である．また，計量は対称で

あるので（内積は順序によらないので）

gij = gji =
∂ηi

∂θj
= ∂jηi

も成り立つ．

また，

∂i =
∂

∂ηi
=

∂θk

∂ηi

∂

∂θk
=

∂θk

∂ηi
∂k
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したがって，

gij = g(∂i, ∂j) =
∂θk

∂ηi
g(∂k, ∂j) =

∂θk

∂ηi
δk
j =

∂θj

∂ηi
= ∂iθj (3.19)

である．したがって，gij は座標変換 (ηi) → (θj)の座標変換のヤコビ行列
(

∂θj

∂ηi

)
である．また，計量の対称性

から

gij = gji = ∂jθi =
∂θi

∂ηj

も成り立つ．最後に

gijg
jk =

∂ηj

∂θi

∂θk

∂ηj
= δk

i

は，ヤコビ行列とその逆行列を乗じているので単位行列になる．

定理： (M, g,∇,∇∗)を n次元双対平坦空間，θ = (θ1, . . . , θn)，η = (η1, . . . , ηn)をM の局所双対アフィン座

標系とする．gij と gij は

gij =
(

∂

∂θi
,

∂

∂θj

)
gij =

(
∂

∂ηi
,

∂

∂ηj

)
と定める．すると，ある関数 ψ(θ)と ϕ(η)が存在し，

gij =
∂2ψ

∂θi∂θj
gij =

∂2ϕ

∂ηi∂ηj

と表され，また，

θi =
∂ϕ

∂ηi
ηi =

∂ψ

∂θi
ψ(θ) + ϕ(η) = θkηk

が成り立つ．ここで，ψ(θ)，ϕ(η)はポテンシャルと呼ばれる7．つまり，θiはポテンシャル ϕ(η)の ηiに関する勾

配として，ηj はポテンシャル ψ(θ)の θj に関する勾配として求まるのである．

証明： 関係式：
∂ηi

∂θj
=

∂ηj

∂θi

は連立微分方程式

ηi =
∂ψ

∂θi
i = 1, . . . , n

において，ポテンシャル関数 ψが解として存在することを意味する．（これは，微分方程式における解の存在条件

に関する議論であり，このノートではこの議論に係わらず，結論をそのまま信じる．）したがって，式 (3.18)を用
いて，

gij =
∂ηi

∂θj
=

∂2ψ

∂θi∂θj

を得る．また，関係式：
∂θj

∂ηi
=

∂θi

∂ηj

は連立微分方程式

θi =
∂ϕ

∂ηi
i = 1, . . . , n

7θ と η はそれぞれ θ1, . . . , θn と η1, . . . , ηn を集合的に表したもので，ψ(θ) = ψ(θ1, . . . , θn)，ϕ(η) = ϕ(η1, . . . , ηn) の意味である．



54 第 3章 曲率から双対アフィン接続まで

において，ポテンシャル関数 ϕが解として存在することを意味する．したがって，式 (3.19)を用いて

gij =
∂θi

∂ηj
=

∂2ϕ

∂ηi∂ηj

を得る．

ψ + ϕ − θkηk の全微分を計算すると

dψ + dϕ − (dθk)ηk − θk(dηk) =
∂ψ

∂θi
dθi +

∂ϕ

∂ηi
dηi − ηidθi − θidηi = ηidθi + θidηi − ηidθi − θidηi = 0

したがって，ψ + ϕ − θkηk は定数関数である．ポテンシャル関数には定数倍の任意性があるので，ポテンシャル

関数に定数を加えることにより

ψ + ϕ − θkηk = 0 (3.20)

とできる．

さらに，ポテンシャル関数は p, q ∈ M に対して

ϕ(η(p)) = max
q∈M

(
θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q))

)
(3.21)

ψ(θ(p)) = max
q∈M

(
ηi(q)θi(p) − ϕ(η(q))

)
(3.22)

と表される．

証明 [式 (3.21)]：pは固定し，qで微分すれば，

d

dq

(
θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q))

)
=

(
dθi(q)

dq
ηi(p) − dψ(θ(q))

dq

)
=

(
ηi(p) − ∂ψ(θ(q))

∂θi(q)

)
dθi(q)

dq
= (ηi(p) − ηi(q))

dθi(q)
dq

である．したがって，式 (3.21)のmaxはすべての iで ηi(p) = ηi(q)，すなわち，p = qのときに達成される．そ

の最大値は

ϕ(η(p)) = θi(p)ηi(p) − ψ(θ(p))

を満たす．これは式 (3.20)が成り立つ条件である．式 (3.22)も同様に証明できる．

3.4 ダイバージェンス

3.4.1 定義：∇−ダイバージェンス

(M, g,∇,∇∗)を双対平坦多様体とする．

2点 p, q ∈ M に対して決まる量

D(p‖q) = ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q)

を∇−ダイバージェンスと呼ぶ．ここで，θi, ηi はM の双対アフィン座標系である．

以下に示すように，∇−ダイバージェンスは双対アフィン座標系の取り方にはよらない．
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3.4.2 ∇−ダイバージェンス：座標変換不変性

定理：

θi, ηiと θ̃iと η̃iをMの 2組の双対アフィン座標系とする．それぞれの双対ポテンシャルをψ(θ), ϕ(η)，ψ̃(θ̃), ϕ̃(η̃)
と書く．すると，

ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) = ψ̃(θ̃(p)) + ϕ̃(η̃(q)) − θ̃i(p)η̃i(q)

が成り立つ．

証明：

アフィン座標系はあるアフィン変換で関係付けられている．

θ̃λ = Aλ
i θi + aλ η̃λ = Bi

ληi + bλ (3.23)

AとB は正則行列である．∂̃λ =
∂

∂θ̃λ
と書けば，ここで，

∂

∂θi
=

∂θ̃λ

∂θi

∂

∂θ̃λ
→ ∂i =

∂θ̃λ

∂θi
∂̃λ = Aλ

i ∂̃λ

であり，同様に
∂

∂ηi
=

∂η̃λ

∂ηi

∂

∂η̃λ
→ ∂i =

∂η̃λ

∂ηi
∂̃λ = Bi

λ∂̃λ

である．

双対アフィン座標系においては g(∂i, ∂
j) = g(

∂

∂θi
,

∂

∂ηj
) = δj

i の関係がある．したがって，

δj
i = g(∂i, ∂

j) = g(Aλ
i ∂̃λ, Bj

µ∂̃µ) = Aλ
i Bj

µg(∂̃λ, ∂̃µ) = Aλ
i Bj

µg(∂̃λ, ∂̃µ)δµ
λ = Aλ

i Bj
λ

を得る．ここで，行列AとB を

A =


A1

1 · · · An
1

...
. . .

...
A1

n · · · An
n

 B =


B1

1 · · · Bn
1

...
. . .

...
B1

n · · · Bn
n


とすれば，すなわち，上付きの添え字が列を，下付きが行を表すように行列を定義すれば

Aλ
i Bj

λ = δj
i

は

AB = I

を表す．先ほど導いた式

∂i = Aλ
i ∂̃λ →


∂1

...
∂n

 = A


∂̃1

...
∂̃n

 →


∂̃1

...
∂̃n

 = B


∂1

...
∂n

 → ∂̃λ = Bi
λ∂i
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全く同様に

∂i = Bi
λ∂̃λ → [∂1, . . . , ∂n] = B[∂̃1, . . . , ∂̃n] → [∂̃1, . . . , ∂̃n] = A[∂1, . . . , ∂n → ∂̃λ = Aλ

i ∂i

も成り立つ．

いよいよ証明に入る．まず，ψと ψ̃の関係を導く．ηi =
∂ψ

∂θi
から，

η̃λ =
∂ψ̃

∂θ̃λ
=

∂

∂θ̃λ
ψ̃ = Bj

λ

∂

∂θj
ψ̃

一方，

η̃λ = Bj
ληj + bλ = Bj

λ

∂ψ

∂θj
+ bλ

上 2つの式を見比べて，

Bj
λ

∂

∂θj
ψ̃ = Bj

λ

∂

∂θj
ψ + bλ

∂

∂θj
ψ̃ =

∂

∂θj
ψ + [B−1]λj bλ → ∂

∂θj
ψ̃ =

∂

∂θj
ψ + Aλ

j bλ

を得る．両辺を θj で積分して，

ψ̃(θ̃) = ψ(θ) + Aλ
j bλθj + C (3.24)

を得る．ここで，C は積分定数である，

次に，ϕと ϕ̃の関係を導く．

ψ(θ) + ϕ(η) = θkηk

を用いれば，

ϕ̃(η̃) = θ̃kη̃k − ψ̃(θ̃) = (Ak
i θi + ak)(Bj

kηj + bk) − (ψ(θ) + Aλ
j bλθj + C)

= θiηi − ψ(θ) + akBj
kηj + akbk − C = ϕ(η) + akBj

kηj + akbk − C (3.25)

を得る．したがって，式 (3.23), (3.24), (3.25)を用いれば，

ψ̃(θ̃(p)) + ϕ̃(η̃(q)) − θ̃k(p)η̃k(q)

=
(
ψ(θ(p)) + Aλ

j bλθj(p) + C
)

+
(
ϕ(η(q)) + akBj

kηj(q) + akbk − C
)
− (Ak

i θi(p) + ak)(Bj
kηj(q) + bk)

= ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) (3.26)

を得る．すなわち，ダイバージェンスは座標変換に対して不変であり，幾何学的に固有な量である．

3.4.3 ダイバージェンスの性質

p ∈ M の θ座標と η座標を

θ(p) = (θ1(p), . . . , θn(p)) η(p) = (η1(p), . . . , ηn(p))
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と表せば，式 (3.21)と (3.22)：

ϕ(η(p)) = max
q∈M

(
θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q))

)
ψ(θ(p)) = max

q∈M

(
ηi(q)θi(p) − ϕ(η(q))

)
が成り立つ．この事から，p 6= qの場合では，

ϕ(η(p)) ≥ θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q)) → ϕ(η(p)) + ψ(θ(q)) − θi(q)ηi(p) ≥ 0

および

ψ(θ(q)) ≥ ηi(p)θi(q) − ϕ(η(p)) → ψ(θ(q)) + ϕ(η(p)) − ηi(p)θi(q) ≥ 0

であり，

D(p‖q) ≥ 0

を得る．また，等号成立は p = qの場合のみである．

3.4.4 ユークリッド空間での例

∇∗ = ∇である場合は自己双対と呼ばれる．これは，リーマン接続をもつリーマン多様体の場合である．この
場合，双対平坦性は，単なる平坦性であり，平坦なリーマン多様体はユークリッド空間に帰着する．

ψ(θ) + ϕ(η) = θkηk

において，θi = ηi = zi として，ψ(z) = ϕ(z)とすれば，

2ψ(z) =
n∑

i=1

(zi)2

すなわち，

ψ(z) = ϕ(z) =
1
2

n∑
i=1

(zi)2

を得る．したがって，

D(p‖q) = ψ(z(p))+ψ(z(q))−
n∑

i=1

zi(p)zi(q) =
1
2

n∑
i=1

(zi(p))2+
1
2

n∑
i=1

(zi(q))2−
n∑

i=1

zi(p)zi(q) =
1
2

n∑
i=1

(zi(p)−zi(q))2

となる．

ダイバージェンスは距離の 2乗の次元を持っているが，ユークリッド距離とは異なる（1
2 がついている．）．さ

らに，距離の公理のうちで，対称性や三角不等式はなりたたない．

3.4.5 一般化したピタゴラスの定理

一般化したピタゴラスの定理が成り立つ．

双対平坦多様体 (M, g,∇,∇∗)上に 3点 p, q, rを取る．もし，pと qを結ぶ∇−測地線が，qと rを結ぶ∇∗−測
地線が qにおいて直交するなら

D(p‖q) + D(q‖r) = D(p‖r)

が成り立つ．証明省略



58 第 3章 曲率から双対アフィン接続まで

3.4.6 指数分布族の例：KLダイバージェンス

パラメータ θを持つ確率分布が指数分布族であるとは，確率分布が

p(x|θ) = h(x)g(θ) exp[θT u(x)]

と表される場合を言う (Bishop, PRML,p110)．ここで，θ = (θ1, . . . , θn) であり，u(x) は任意のベクトル関数
u(x) = (u1(x), . . . , un(x))である．この確率分布は

p(x|θ) = exp[c(x) + θiui(x) − ψ(θ)] (3.27)

と表しておく．ここで，h(x) = exp(c(x))，g(θ) = exp(−ψ(θ))である8．

ここで，θの双対アフィン局所座標系を求める．と言うことは，指数分布族で表される確率分布多様体は双対

平坦性を持っているのか？

式 (3.27)の両辺を θi で微分すると，

∂

∂θi
p(x|θ) =

∂

∂θi
exp[c(x) + θiui(x)] − ψ(θ)] =

(
ui(x) − ∂ψ

∂θi
(θ)

)
exp[c(x) + θiui(x)] − ψ(θ)]

=
(

ui(x) − ∂ψ

∂θi
(θ)

)
p(x|θ) (3.28)

を得る．ここで，Ωを確率変数 xの値域として，∑
x∈Ω

p(x|θ) = 1

に注意すれば，

∂

∂θi

∑
x∈Ω

p(x|θ) =
∑
x∈Ω

(
ui(x) − ∂ψ

∂θi
(θ)

)
p(x|θ) = Eθ

[
ui(x) − ∂ψ

∂θi
(θ)

]
= Eθ [ui(x)] − ∂ψ

∂θi
(θ) = 0 (3.29)

である．上式で，Eθ は確率分布関数 p(x|θ)による期待値を表す．ここで，Eθ

[
∂ψ

∂θi
(θ)

]
=

∂ψ

∂θi
(θ)であること

に注意．（なぜなら，この項は確率変数 xを含まないので．）さらに，

log p(x|θ) = c(x) + θiui(x) − ψ(θ) (3.30)

であるので，
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ) = − ∂2ψ

∂θi∂θj
(θ) (3.31)

8例えば，正規分布

p(x|„) =
1

√
2πσ

exp

[
−

(x − µ)2

2σ2

]
の場合，

log p(x|„) = log

[
1

√
2πσ

exp

[
−

(x − µ)2

2σ2

]]
= −

1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x −

(
µ2

2σ2
+ log(

√
2πσ)

)
であるので，

c(x) = 0, θ1 = −
1

2σ2
, u1(x) = x2, θ2 =

µ

σ2
, u2(x) = x

であり，

ψ(θ1, θ2) = −
(θ2)2

4θ1
+

1

2
log

(
−

π

θ1

)
である．
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が成り立つ．

ところで，フィシャー計量の定義式は

gij =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ)

である．ここで， (
∂

∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

1
p(x|θ)

p(x|θ)
(

∂

∂θj
p(x|θ)

)
=

∂

∂θj
p(x|θ)

を用いれば，

gij =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ)

となる．ここで，

gij =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) = −

∑
x∈Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) (3.32)

を示すことができる．上式 (3.32)は（若干長くなるため）本節の終わりに証明する．式 (3.31)を用いると，

gij = −
∑
x∈Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) = −

∑
x∈Ω

(
− ∂2ψ

∂θi∂θj
(θ))

)
p(x|θ) =

∂2ψ

∂θi∂θj
(θ) (3.33)

を得る．

ここで，

ηi = Eθ [ui(x)]

とすれば，式 (3.29)から，

ηi =
∂ψ

∂θi
(θ)

を得，また，式 (3.33)から

gij =
∂ηi

∂θj
=

∂2ψ

∂θi∂θj

であるので，θi と ηi は互いに双対なアフィン局所座標系となっている．

次に，ψ(θ) + ϕ(η) = θiηi を満たす，ルジャンドル変換のポテンシャル ϕ(η)を求める．まず，

log p(x, |θ) = c(x) + θiui(x) − ψ(θ)

であるので，両辺の期待値を取ると，

Eθ[log p(x, |θ) − c(x)] = Eθ[θiui(x) − ψ(θ)] = θiEθ[ui(x)] − ψ(θ) = θiηi − ψ(θ)

したがって，

ϕ(η) = θiηi − ψ(θ) = Eθ[log p(x, |θ) − c(x)]

である．上式は p, q ∈ M で成り立つので

ϕ(η(p)) = Eθ(p)[log p(x, |θ) − c(x)]

ϕ(η(q)) = Eθ(q)[log q(x, |θ) − c(x)]
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である．

M 上に 2点 p, qを取り，ダイバージェンスを計算すれば

D(p‖q) = ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) = ψ(θ(p)) + Eθ(q)[log q(x, |θ) − c(x)] − θiEθ(q)[ui(x)]

となる．ここで，

　ψ(θ(p)) − θi(p)Eθ(q)[ui(x)] = −Eθ(q)[log p(x|θ) − c(x)]

であるのでダイバージェンスD(p‖q)は

D(p‖q) = Eθ(q)[log q(x, |θ) − c(x)] − Eθ(q)[log p(x|θ) − c(x)]

= Eθ(q)[log q(x, |θ) − c(x) − log p(x|θ) + c(x)] = Eθ(q)[log q(x, |θ) − log p(x|θ)]

=
∑
x∈Ω

q(x|θ) log
q(x|θ)
p(x|θ)

(3.34)

となる．これは KLダイバージェンスに等しい．

疑問点のまとめ

1) 双対平坦な多様体では，「距離」は定義できないのか？「出来ない」とすればダイバージェンスは距離に代わる
概念なのか？

２）距離が定義できるなら，距離以外にダイバージェンスを定義することににどのような意味が有るのか？

式 (3.32)の証明

gij =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) = −

∑
x∈Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ)

を示す．逆からスタートすれば

∑
x∈Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

[
∂

∂θi

(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)]
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

 ∂

∂θi

∂

∂θj
p(x|θ)

p(x|θ)

 p(x|θ)

=
∑
x∈Ω


[

∂2

∂θi∂θj
p(x|θ)

]
p(x|θ) −

[
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
p(x|θ)2

 p(x|θ)

=
∑
x∈Ω

∂2

∂θi∂θj
p(x|θ) −

∑
x∈Ω

[
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
1

p(x|θ)

上式の右辺第 1項は， ∑
x∈Ω

∂2

∂θi∂θj
p(x|θ) =

∂2

∂θi∂θj

∑
x∈Ω

p(x|θ) = 0
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である．また，第 2項は（先ほどのトリックを使って）

∑
x∈Ω

[
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
1

p(x|θ)
=

∑
x∈Ω

[
1

p(x|θ)
∂

∂θi
p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
=

∑
x∈Ω

[
∂

∂θi
log p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
であるので， ∑

x∈Ω

(
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) = −

∑
x∈Ω

[
∂

∂θi
log p(x|θ)

] [
∂

∂θj
p(x|θ)

]
を，すなわち，式 (3.32)を示すことができた．
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前ノートにおいて，簡単な確率分布空間の例としてスカラー正規分布多様体について考察した．その結果，こ

の 2次元多様体は定曲率空間ではあるものの，平坦な空間ではなく，２つの正規分布間の距離なども多様体の曲
率を考慮しなければならないことを議論した．

正規分布空間は，フィシャー計量のもとでリーマン接続を考える限り平坦とはならないが，リーマン接続の条

件（１）アフィン接続，（２）捩率ゼロ，（３）接続が計量的，のうちで（３）の条件をあきらめることで，正規分

布多様体に対して「双対平坦性」という性質をもつ接続（双対接続）を導出できる．

双対平坦性や双対接続は一般的な概念であり，正規分布空間に固有な概念ではないが，正規分布を含む指数型

分布族と呼ばれる確率分布の空間では特に有用である．このノートでは，指数型分布族に議論を限定して双対平

坦性を解説する．

4.1 曲率と平坦性

4.1.1 確率分布族の多様体

p(x|θ)を確率変数 xでパラメータ θ = (θ1, . . . , θn)を持つ確率（密度）分布とする．確率（密度）分布は以下
の条件を満たす．

{p(x|θ) : Ω → R | p(x|θ) > 0,

∫
Ω

p(x|θ)dx = 1}

すると，パラメータ θを持った確率分布を座標 θ = (θ1, . . . , θn)における「点」とみなした n次元多様体を考え

ることができる．この多様体を

M = {pθ = p(x|θ) |θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Θ}

と表し，統計モデルとよぶ．つまり，統計モデルとは確率分布を（パラメータの値を座標とする）点と考える多

様体のことである（「統計モデルは確率分布を点と考える多様体と同一視される」と言う言い方もある）．ただし，

この場合，パラメータ領域Θがユークリッド空間の開集合と同相で，確率分布が θiで微分可能で，フィシャー情

報行列が多様体のリーマン計量となることが必要である．（確率分布の（ある種の）不変性からこれが必要となる．）

4.1.2 アフィン接続

定義 抽象的な曲面（多様体）M 上において，以下の 4つの条件を満たす写像

∇ : X(M) × X(M) → X(M) : (X, Y ) 7→ ∇XY
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をM 上の共変微分と呼ぶ．

M 上のベクトル場をX, Y , Z ∈ X(M)とし，任意の微分可能な（C∞ 級）関数を f とする．

(i) ∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z

(ii) ∇fXZ = f∇XZ

(iii) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

(iv) ∇X(fY ) = (Xf)∇XY + f∇XY

ここで，ベクトル場X と Y に対して，写像

(X,Y ) 7→ ∇XY

が上記 (i)から (iv)を満たせば，

∇ ∂

∂ui

∂

∂uj
= Γk

ij
∂

∂uk
(4.1)

なる Γk
ij を定めれば∇XY が計算できる1．

多様体M の局所座標系に式 (4.1)を満たす微分可能な関数の組 Γk
ij を与えることを，M にアフィン接続を与

えると言い，Γk
ij を接続係数とよぶ．アフィン接続を与えることと，共変微分（すなわち上の定義による写像）を

与えることは等価であり，通常，「共変微分」と「アフィン接続」は同じ意味を持つと考える（同一視する）．

アフィン接続の条件 (i)–(iv)は，結局，接続に対して（多重）線形性が成り立つ条件である．

4.1.3 捩率

T (X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ]

はベクトル場を 2個取って 1個のベクトル場を返す写像，

T : X(M) × X(M) → X(M)

1実際，M 上のベクトル場の基底は
∂

∂ui
i = 1, . . . , n

で表される．したがって，M 上のベクトル場 X, Y を

X = Xi ∂

∂ui
Y = Y j ∂

∂uj

と表すことができる．すると，上に述べた性質 (i)–(iv) を用いれば，

∇X Y = ∇
Xi ∂

∂ui

Y = Xi∇ ∂

∂ui

Y = Xi∇ ∂

∂ui

(
Y j ∂

∂uj

)
= Xi

(
∂Y j

∂ui

∂

∂uj
+ Y j∇ ∂

∂ui

∂

∂uj

)
となる．ここで，式 (4.1) にしたがって Γk

ij が定められているとすれば，

∇X Y = Xi

(
∂Y j

∂ui

∂

∂uj
+ Y j∇ ∂

∂ui

∂

∂uj

)
= Xi

(
∂Y j

∂ui

∂

∂uj
+ Y jΓk

ij
∂

∂uk

)
=

(
Xi ∂Y k

∂ui
+ XiY jΓk

ij

)
∂

∂uk

を得る．
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すなわち，(0, 2)型のテンソルであり，捩率と呼ばれる．接続係数の満たす条件に，捩率がゼロ，

T (X, Y ) = 0

を追加する．

∇XY =
(

Xi ∂Y k

∂ui
+ XiY jΓk

ij

)
∂

∂uk

∇Y X =
(

Y j ∂Y k

∂uj
+ XiY jΓk

ji

)
∂

∂uk

であるので，

∇XY −∇Y X =
(

Xi ∂Y k

∂ui
− Y j ∂Y k

∂uj

)
∂

∂uk
+ XiY j

(
Γk

ij − Γk
ji

) ∂

∂uk

ここで， (
Xi ∂Y k

∂ui
− Y j ∂Y k

∂uj

)
∂

∂uk
= [X, Y ]

であるので，結局，

∇XY −∇Y X = [X, Y ] + XiY j
(
Γk

ij − Γk
ji

) ∂

∂uk

である．すなわち捩率がゼロが成り立つ条件は，アフィン接続係数が対称性

Γk
ij = Γk

ji

を持つことと等価である．なお，捩率については，手短な説明が [3]にある．

4.1.4 リーマン（レビ・チヴィタ）接続

リーマン接続は，(1)アフィン接続，(2)捩率ゼロ，の条件に，次の条件

X(Y , Z) = (∇XY , Z) + (Y ,∇XZ) (4.2)

を付け加えて得られる接続である．式 (4.2)は内積に対して，微分のライプニッツ則が成り立つことを要請するも
のであり，この条件のもとで，接続係数は 1つに決まり，局所座標 (x1, . . . , xn)を用いて，

Γ`
ij = g`k

(
∂gjk

∂xi
+

∂gki

∂xj
− ∂gij

∂xk

)
(4.3)

として求まる．上式の接続はリーマン接続，あるいはレビ・チヴィタ接続とよばれ微分幾何学で普通に使われる接

続である．また，式 (4.3)の接続は内積を保存することが知られており，この性質を持つ接続は計量的と呼ばれる．

リーマン（レビ・チヴィタ）接続-補足

リーマン接続の式 (4.3)：

Γij,k = Γ`
ij g`k =

1
2

(∂igjk + ∂jgki − ∂kgij)

は座標系に依存しない形で表すと

g(∇XY,Z) =
1
2

(Xg(Y,Z) + Y g(Z,X) − Zg(X,Y ) − g(X, [Y,Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ])) (4.4)
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と表される．計量性の条件

Xg(Y ,Z) = g(∇XY , Z) + g(Y ,∇XZ)

と捩率がゼロであること

T = ∇XY −∇Y X − [X,Y ] = 0

から，式 eqrefRISaaが成り立つ（左辺と右辺は等しいこと）は簡単に証明できる．さらに，式 (4.3)に等しいこ
とは以下に示す．

局所座標を用いて

X = ∂k Y = ∂i Z = ∂j

とすれば，

∇XY = ∇∂k
∂i = Γ`

ki ∂`

である．したがって，

g(∇XY,Z) = Γ`
ki g(∂`, ∂j) = Γ`

ki g`j = Γki,j

である．また，

Xg(Y,Z) = ∂kgij Y g(Z,X) = ∂igjk Zg(X,Y ) = ∂jgki

である．さらに，

[Y,Z] = [∂i, ∂j ] = 0 [Z,X] = [∂j , ∂k] = 0 [X,Y ] = [∂k, ∂i] = 0

であるので，式 (4.4)は

Γki,j =
1
2

(∂kgij + ∂igjk − ∂jgki)

と導出でき，ここで，添え字を i, j, kの順番で 1ステップまわすと，

Γij,k =
1
2

(∂igjk + ∂jgki − ∂kgij)

であり，リーマン接続の式 (4.3)に等しくなる．

4.1.5 曲率テンソルの定義

次に，曲率テンソルについて概説する．

多様体の上でベクトル場X, Y , Z ∈ X(M)に対して，∇X∇Y Z と ∇Y ∇XZ は同じにはならない．すなわち，

∇X∇Y と∇Y ∇X は交換可能ではない．この差が曲面の曲がり方に関係する．

ここで，3つのベクトル場の入力に対して，ベクトル場を 1つ返す写像，

R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M)

を考え，

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

と定義し，曲率テンソル場と呼ぶ．これは (1, 3)型（1階反変，3階共変）テンソルである．
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4.1.6 曲率テンソル場の性質

上で定義した曲率テンソルについて，以下が成り立つ．ただし，X, Y , Z ∈ X(M)，f ∈ C∞(M)（f はいくら

でも微分可能）である．2)，3)は Rがテンソル（多重線形写像）であることの帰結である．

1) R(X,Y )Z = −R(Y , X)Z

2) R(fX,Y )Z = fR(Y , X)Z, R(X, fY )Z = fR(Y , X)Z

3) R(X,Y )(fZ) = fR(Y , X)Z

さらに，任意のベクトル場X, Y , Z ∈ X(M)に対して，ビアンキの恒等式と呼ばれる

R(X, Y )Z + R(Y , Z)X + R(Z, X)Y = 0

が成り立つ．

これらの証明は [1]，[2]にあるが，前ノート「双対アフィン接続とダイバージェンス」にもある．

4.1.7 曲率テンソルの成分表示

局所座標系を用いて曲率テンソル R(X, Y )Z を成分で表す．曲率テンソルは，基底表示をすると

R(X,Y )Z = R`
ijkdxk ⊗ dxj ⊗ dxi ⊗ ∂

∂x`

であり，テンソルの局所座標系 (xi)における成分 R`
ijk は

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= R`

ijk

∂

∂u`

として求まる．上式左辺を計算する．

まず，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= ∇ ∂

∂uk
∇ ∂

∂uj

∂

∂ui
−∇ ∂

∂uj
∇ ∂

∂uk

∂

∂ui
−∇

[
∂

∂uk ,
∂

∂uj ]

∂

∂ui

を計算する2．ここで，[
∂

∂uk
,

∂

∂uj
] = 0であるので，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= ∇ ∂

∂uk
∇ ∂

∂uj

∂

∂ui
−∇ ∂

∂uj
∇ ∂

∂uk

∂

∂ui

となって，曲率テンソル R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
は共変微分の順序を変えた差に等しくなる．

ここで，

∇ ∂

∂ui

∂

∂uj
=

∑
`

Γ`
ij

∂

∂u`
= Γ`

ij
∂

∂u`

2R`
ijk に関して，教科書にある公式を導くには微分の順序に注意しなければならない．すなわち微分の順序を pijk と同じにしなければな

らない．つまり，

pijk =
∂

∂uk

(
∂

∂uj

(
∂

∂ui
p

))
であるので，i → j → k の順番で微分をするように添え字を決める．
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を用いる．この式は，接空間の j方向への基底
∂

∂uj
の i方向への共変微分を，Γk

ij を係数として基底
∂

∂uk
で展

開したものである．すると，

∇ ∂

∂uk
(∇ ∂

∂uj

∂

∂ui
) = ∇ ∂

∂uk
(Γ`

ji
∂

∂u`
) =

∂Γ`
ji

∂uk

∂

∂u`
+ Γ`

ji ∇ ∂

∂uk

∂

∂u`

=
∂Γ`

ji

∂uk

∂

∂u`
+ Γ`

ji Γm
k`

∂

∂um
=

∂Γ`
ij

∂uk

∂

∂u`
+ Γm

ij Γ`
km

∂

∂u`

また，

∇ ∂

∂uj
∇ ∂

∂uk

∂

∂ui
=

∂Γ`
ik

∂uj

∂

∂u`
+ Γm

ik Γ`
jm

∂

∂u`

したがって，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
=

∂Γ`
ji

∂uk

∂

∂u`
+ Γm

ji Γ`
im

∂

∂u`
−

(
∂Γ`

ik

∂uj

∂

∂u`
+ Γm

ik Γ`
jm

∂

∂u`

)
=

(
∂Γ`

ji

∂uk
− ∂Γ`

ik

∂uj
+ Γm

ji Γ`
km − Γm

ik Γ`
jm

)
∂

∂u`

=
(

∂Γn
ij

∂uk
− ∂Γn

ik

∂uj
+ Γm

ij Γn
km − Γm

ik Γn
jm

)
∂

∂un
(4.5)

を得る．これを，

R(
∂

∂uk
,

∂

∂uj
)

∂

∂ui
= R`

ijk

∂

∂u`

とする．したがって，

R`
ijk =

∂Γ`
ij

∂uk
− ∂Γ`

ik

∂uj
+ Γm

ij Γ`
km − Γm

ik Γ`
jm (4.6)

を得る．（注意!　いくつかの教科書では，共変微分の順序を変えた場合のちがいから式 (4.6)を導いている．この
場合，右辺の項の正負が上式と逆になっている．）

4.1.8 平坦な多様体

平坦性の定義 アフィン接続を持つ多様体M において，曲率テンソル場 Rも捩率テンソル場 T もともに恒等

的にゼロとなるとき，M は平坦であると言う．

アフィン座標系：定義 アフィン接続 ∇を持つ多様体M の局所座標系 (x1, x2, . . . , xn)において，接続係数
Γk

ij が全て恒等的にゼロとなるとき，この座標系をアフィン座標系と呼ぶ．

例： 3次元ユークリッド空間は（当たり前であるが）平坦な空間である．この空間に定義された直交座標系で
は接続係数 Γk

ij は全て恒等的にゼロであり，直交座標系はアフィン座標系である．しかしながら，例えば，3次
元ユークリッド空間に定義された極座標系ではノンゼロの接続係数を持つのでアフィン座標系ではない．

定理 アフィン接続∇を持つ多様体M において，次の 2条件は同値である．

(i) M は平坦である．

(ii) M にアフィン座標系が存在する．

証明： (ii)→(i)
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この部分は簡単である．アフィン座標系においては接続係数 Γk
ij は全てゼロであるので，このとき，曲率テン

ソル Rも捩率テンソル T もゼロとなる．

証明： (i)→(ii)

（これが成立しない場合，つまり接続係数 Γk
ij は全てゼロという座標系が存在しない場合には，その空間は平

坦では無いわけである．）

証明は Appendixの 4.7.1節に記載．

さらに以下の定理が成り立つ．

定理 M に局所座標系 (x1, . . . , xn)と (ξ1, . . . , ξn)があって，(xi)はアフィン座標系であったとする．このとき，
(ξa)もアフィン座標系であるための必要十分条件は座標変換がアフィン変換（線形変換）で書けること，すなわち，

x1

...
xn

 = A


ξ1

...
ξn

 + b

と書けることである．

証明： 証明は簡単である．接続係数の座標変換は

Γk
ij =

∂2ξc

∂xi∂xj

∂xk

∂ξc
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi

∂xk

∂ξc
Γc

ab

と表される．Γk
ij = 0のもとで Γc

ab = 0となるための必要十分条件は

∂2ξc

∂xi∂xj
= 0

となることであり，これは，座標変換がアフィン変換（座標変換が線形変換 ξc = axi + b）であることと同値で

ある．

3次元ユークリッド空間の例を用いれば，アフィン座標系である直交座標系に対して，線形変換で得られる新
しい座標系はアフィン座標系である．（直交座標系から線形変換で得られるこの新しい座標系もまた直交座標系で

あるので，当たり前である．）

4.2 双対接続

4.2.1 リーマン接続と双対アフィン接続

リーマン接続に関する議論を復習すると，リーマン接続は，(1)アフィン接続，(2)捩率ゼロ，の条件に，次の
条件（方向微分の内積に対するライプニッツ則：(4.2)）ベクトル場X, Y, Z に対して，

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)

を付け加えて得られる接続である．この条件のもとで，接続係数は 1つに決まり，局所座標 (x1, . . . , xn)を用いて，

Γ`
ij = g`k

(
∂gjk

∂xi
+

∂gki

∂xj
− ∂gij

∂xk

)
(4.7)
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として求まる．また，式 (4.3)の計量は内積を保存することが知られておりこの性質を持つ接続は計量的と呼ば
れる．

計量的な接続（リーマン接続）は，微分幾何学の多くの分野で普通に用いられているが，スカラー正規分布に

対する計算例でもわかるように確率分布族の多様体においてリーマン接続を用いると，多様体はゼロでない曲率

を持ってしまう．そこで，（情報幾何では）リーマン接続を用いるのをあきらめ，以下に述べる双対アフィン接続を

用いる．双対アフィン接続を用いることで一般的な確率分布の空間を「平坦」とみなせるのである．ただし，カッ

コ付きの平坦性であり双対平坦と呼ばれる．（と書いたが，情報幾何でなぜ双対接続にこだわるのか，そこまで判

然としない．平坦性だけでもないように思う．）

まず，双対アフィン接続を定義する．アフィン接続∇を持つリーマン多様体 (M, g)において，

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇∗
XZ) (4.8)

を満たすベクトル場∇∗
XZ ∈ X(M)が一意に存在する．（∇に対して，(4.8)を満たす∇∗が一意的に存在すること

はどのように示すことができるか？）さらに，∇∗はアフィン接続である．∇∗を，計量 gに関する∇の双対アフィ
ン接続という．∇∗ がアフィン接続の性質を満たすことを以下に示す．

4.2.2 双対アフィン接続 ∇∗ の持つ性質

(I) 双対アフィン接続∇∗は，X,Y, Z ∈ X(M)，f ∈ C∞(M)にたいして，次のアフィン接続の性質 (i)–(iv)を満
たす．（これが∇∗ が双対「アフィン」接続と呼ばれる理由である．）

(i) ∇∗
Y +ZX = ∇∗

Y X + ∇∗
ZX

(ii) ∇∗
fY X = f∇∗

Y X

(iii) ∇∗
Z(X + Y ) = ∇∗

ZX + ∇∗
ZY

(iv) ∇∗
Y (fX) = (Y f)X + f∇∗

Y X

(II) リーマン多様体 (M, g)において3，計量 gに関する双対性:

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇∗
XZ)

を満たすアフィン接続のペア (∇,∇∗)が与えられたとき，3つの組 (g,∇,∇∗)をM の双対構造という4．M

の双対構造に対して，次が成り立つ．

∇がリーマン接続（計量的）⇐⇒ ∇ = ∇∗かつ捩率がゼロ

つまり，∇ = ∇∗であれば∇はリーマン接続（計量的）である．逆に，∇ 6= ∇∗であれば，一般的には∇お
よび∇∗ ともにリーマン接続（計量的）ではない．しかし，

∇̄ =
1
2
(∇ + ∇∗)

は常にリーマン接続（計量的）である．

証明： 双対アフィン接続の定義から，

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇∗
XZ)

3「多様体M には内積 g が定義されている」の意味である．
4「多様体M に内積 g と２つの接続 ∇ と ∇∗ が定義されている」の意味である．
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であり，また，Z と Y を入れ替えて，

Xg(Z, Y ) = g(∇XZ, Y ) + g(Z,∇∗
XY )

内積の順序を入れ替えて

Xg(Z, Y ) = g(Z,∇∗
XY ) + g(∇XZ, Y ) = g(∇∗

XY,Z) + g(Y,∇XZ)

一番上の式と足して 2で割れば，

Xg(Z, Y ) = g(∇̄XY,Z) + g(Y, ∇̄XZ)

を得る．すなわち，∇̄は計量的である．

(III) ∇−曲率 Rがゼロであることと，∇∗−曲率 R∗ がゼロであることは同値である．

証明の概略：恒等式

[X,Y ]g(Z,W ) = XY g(Z,W ) − Y Xg(Z,W )

において，まず左辺は∇−接続と∇∗−接続を用いて

[X,Y ]g(Z,W ) = g(∇[X,Y ]Z,W ) + g(Z,∇∗
[X,Y ]W )

となる．一方右辺の第 1項は

XY g(Z,W ) = X [Y g(Z,W )] = g(∇X∇Y Z,W ) + g(∇Y Z,∇∗
XW ) + g(∇XZ,∇∗

Y W ) + g(Z,∇∗
X∇∗

Y W )

であり，右辺の第 2項は

Y Xg(Z,W ) = Y [Xg(Z,W )] = g(∇Y ∇XZ,W ) + g(∇XZ,∇∗
Y W ) + g(∇Y Z,∇∗

XW ) + g(Z,∇∗
Y ∇∗

XW )

したがって，若干の計算の後，

−
[
g(∇X∇Y Z,W ) − g(Z,∇Y ∇XW ) − g(∇[X,Y ]Z,W )

]
= g(Z,∇∗

X∇∗
Y W )−g(Z,∇∗

Y ∇∗
XW )−g(Z,∇∗

[X,Y ]W )

を得るので，

−g(R(X,Y, Z)Z,W ) = g(Z,R∗(X,Y, Z)W )

が成り立つ．上式から，R = 0と R∗ = 0は同値である．つまり，R = 0なら R∗ = 0であり，R∗ = 0なら
R = 0である．

(IV) 統計多様体 接続∇が計量的である条件：

Xg(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)

を思い出し，ここで，

(∇g)(X,Y, Z) = Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇XZ) (4.9)

を定義する．これが，接続∇が「どのくらい計量的でないか」を測るテンソル量である．((∇g)(X,Y, Z)は
(∇Xg)(Y,Z)と書く流儀もある．)

互いに双対な接続に対して，次の 4条件のうち，任意の 2条件を仮定すると，残りの 2条件が成り立つ．
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(1) ∇の捩率はゼロである．

(2) ∇∗ の捩率はゼロである．

(3) (∇g)(X,Y, Z)はX,Y, Z に関して対称である．（コダッチの方程式）

(4) ∇̄ = 1
2 (∇ + ∇∗)は Riemann接続である．

証明は Appendixの 4.7.2節に記載．

多様体M にアフィン接続∇とリーマン計量 gが与えられていて，∇とその双対接続∇∗の捩率がともにゼ

ロであるとき (M,∇, g)を統計多様体と言う．すなわち，前述の 4条件 (1)–(4)が満たされている（実際に
は任意の 2条件が満たされていればよい）多様体を統計多様体と呼ぶ．（これは，狭い意味の統計多様体であ
る．文献によっては「統計多様体」を広い意味で使い，確率分布族の空間を多様体と見たものをこう呼ぶ場

合もある．）

4.3 アルファ接続

4.3.1 フィシャー計量

統計モデル（多様体）M に内積 gを導入する．すなわち，

g : X(M) × X(M) → R

g(X,Y ) =
∑
x∈Ω

p(x|θ)[X log p(x|θ)][Y log p(x|θ)] = Eθ[(Xlθ)(Y lθ)] X,Y ∈ X(M)

である．この内積から計算される計量はフィシャー計量と呼ばれ

gij = g(∂i, ∂j) =
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)]p(x|θ) = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] (4.10)

となる．

統計多様体（すなわち確率分布族の空間）において不変なリーマン計量はフィシャー計量に限られる．

確率分布族の空間における不変性について：θをパラメータとする確率分布族 p(x|θ) を考える．今，確率変数 x

を

y = f(x), x = f−1(y)

と変換してみる．すると確率密度関数は

p̃(y|θ) = p(x|θ)
∂f−1(y)

∂y
= p(f−1(y)|θ)

∂f−1(y)
∂y

と変化する．しかし，多様体M = {p(x|θ)}と M̃ = {p̃(y|θ)}は，各点は同じ座標 θで指定され，分布は同じで

確率変数の表現を変えただけである．したがって，M と M̃ の幾何学構造は同じでなければならない．この要求

を満たす計量はフィシャー計量に限られる．
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4.3.2 アルファ接続の導入

X,Y, Z を多様体M のベクトル場（X,Y, Z ∈ X(M)）として，T (X,Y,X)を (0, 3)型のテンソル場とする．す
なわち，T (X,Y,X)は

T (X,Y, Z) ; X(M) × X(M) × X(M) → R

である線形多重写像である．

T (X,Y, Z)を用いると，任意のアフィン接続∇から新しいアフィン接続 ∇̃を

g(∇̃Y X,Z) = g(∇Y X,Z) + T (X,Y, Z) (4.11)

として作り出すことができる．上式の∇がアフィン接続であることはアフィン接続の満たすべき条件

(i) ∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z

(ii) ∇fXZ = f∇XZ

(iii) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

(iv) ∇X(fY ) = (Xf)∇XY + f∇XY

を∇が満たすことを確かめればよい．T (X,Y,X)が線形多重写像であることから，この事はほとんど自明である．

ここで，リーマン接続∇に対して，新しい接続アフィン ∇̃を

g(∇̃Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z) (4.12)

として定義する．ここで，T (X,Y, Z)は式 (4.17)で定義した (0, 3)型テンソルである．α
2 は定数であり，α = 0の

場合 ∇̃ = ∇である．すなわち，∇̃はリーマン接続に一致する．式 (4.12)で定義される新しいアフィン接続はア
ルファ接続と呼ばれる．この事を反映して新しい接続 ∇̃を∇(α) と表すことにする．すなわち，

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z) (4.13)

と書く．

4.3.3 アルファ接続の接続係数の導出

この節ではアルファ接続の接続係数を導出する．式 (4.13)を再掲すると

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z)

に対して，Y = ∂i, X = ∂j , Z = ∂k を代入すれば

g(∇Y X,Z) = g(∇∂i∂j , ∂k) = g(Γ`
ij ∂`, ∂k) = Γ`

ij g(∂`, ∂k) = Γ`
ij g`k = Γij,k (4.14)

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇(α)

∂i
∂j , ∂k) = Γ(α)

ij,k (4.15)

である．ここで，Γij,k がリーマン接続 ∇から計算される接続係数（第 1種クリストッフェル記号），Γ(α)
ij,k がア

ルファ接続∇(α)から計算される接続係数（第 1種クリストッフェル記号）である．以下では，式 (4.13)，(4.14)，
(4.15)から Γij,k と Γ(α)

ij,k の関係を導出する．
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まず，計量にフィシャー計量

gij =
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)]p(x|θ) = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

を仮定する．すると，まず，Γij,k は良く知られた公式：

Γij,k =
1
2

(−gij,k + gjk,i + gki,j) =
1
2

(−∂kgij + ∂igjk + ∂jgki)

がある．上式右辺を計算する．gij に ∂k を作用させて，

∂kgij =
∑
x∈Ω

[∂k∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)]p(x|θ) +
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂k∂j log p(x|θ)]p(x|θ)

+
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)](∂kp(x|θ)) (4.16)

を得る．ここで（よく使う）式変形

∂kp(x|θ) = [∂k log p(x|θ)]p(x|θ)

を用いると，

∂kgij =
∑
x∈Ω

[∂k∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)]p(x|θ) +
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂k∂j log p(x|θ)]p(x|θ)

+
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)][∂k log p(x|θ)]p(x|θ)

= Eθ[(∂k∂i log p(x|θ))(∂j log p(x|θ))] + Eθ[(∂i log p(x|θ))(∂k∂j log p(x|θ)]

+ Eθ[(∂i log p(x|θ))(∂j log p(x|θ))(∂k log p(x|θ))]

= Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ] + Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)]

となる．ここで，lθ = log p(x|θ)と書いた．

すると，

∂kgij = Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ] + Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)]

∂igjk = Eθ[(∂i∂j lθ)(∂klθ)] + Eθ[(∂j lθ)(∂i∂klθ] + Eθ[(∂j lθ)(∂klθ)(∂ilθ)]

∂jgki = Eθ[(∂j∂klθ)(∂ilθ)] + Eθ[(∂klθ)(∂j∂ilθ] + Eθ[(∂klθ)(∂ilθ)(∂j lθ)]

であるので，

2Γij,k = −∂kgij + ∂igjk + ∂jgki

= − (Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ] + Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)])

+ (Eθ[(∂i∂j lθ)(∂klθ)] + Eθ[(∂j lθ)(∂i∂klθ] + Eθ[(∂j lθ)(∂klθ)(∂ilθ)])

+ (Eθ[(∂j∂klθ)(∂ilθ)] + Eθ[(∂klθ)(∂j∂ilθ] + Eθ[(∂klθ)(∂ilθ)(∂j lθ)])

= 2Eθ[(∂i∂j lθ)(∂klθ) + (∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)]

を得る．したがって，

Γij,k = Eθ

[
(∂i∂j lθ)(∂klθ) +

1
2
(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)

]
= Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1
2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
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である．

α接続に関する接続係数を求めるのであるが，ここで (0, 3)型のテンソル場として，

T (X,Y, Z) =
∑
x∈Ω

p(x|θ)(X log p(x|θ))(Y log p(x|θ))(Z log p(x|θ))

= Eθ[(X log p(x|θ))(Y log p(x|θ))(Z log p(x|θ))] (4.17)

を導入する．（統計多様体の不変性の要求を満たす (0, 3)型のテンソルは，またしても上記のみであるのが理由で
ある．）このとき，成分 Tijk は

Tijk = T (∂i, ∂j , ∂k) = Eθ

[
(

∂

∂θi
log p(x|θ))(

∂

∂θj
log p(x|θ))(

∂

∂θk
log p(x|θ))

]
として求まる．

すると，結局 α接続に関する接続係数．

Γ(α)
ij,k = Γij,k − α

2
Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)] = Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1 − α

2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
(4.18)

を得る．上式からすぐに，

Γ(α)
ij,k = Γ(α)

ji,k

が成り立つことがわかる．したがって，アルファ接続∇(α) は捩率がゼロである．

4.3.4 ∇(α)と∇(−α)の双対性

統計多様体M に対してフィシャー計量

gij = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

を考え，接続∇(−α) と∇(α) の関係を見る．式 (4.16)において既に示したように，

∂kgij = Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ)] + +Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)] (4.19)

が成り立つ．ところで，

g(∇(α)
∂k

∂i, ∂j) = Γ(α)
ki,j g(∂i,∇(−α)

∂k
∂j) = Γ(−α)

kj,i

であり，アルファ接続のクリストッフェル記号は式 (4.18):

Γ(α)
ij,k = Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1 − α

2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
で与えられるので，結局，

g(∇(α)
∂k

∂i, ∂j) + g(∂i,∇(−α)
∂k

∂j) = Γ(α)
ki,j + Γ(−α)

kj,i

= Eθ

[(
∂k∂ilθ +

1 − α

2
(∂klθ)(∂ilθ)

)
(∂j lθ)

]
+ Eθ

[(
∂k∂j lθ +

1 + α

2
(∂klθ)(∂j lθ)

)
(∂ilθ)

]
= Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ)] + +Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)] = ∂kgij

が成り立つ．すなわち，∇(−α) は∇(α) の双対接続である．したがって，(M,∇(α), g)は統計多様体である．つま
り，統計モデルM はフィシャー計量とアルファ接続を付与することにより統計多様体になる．
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4.4 双対平坦性とルジャンドル変換

4.4.1 双対アフィン座標

ここからは，多様体の双対平坦性について議論する．

定義： 双対構造 (g,∇,∇∗)を持つ多様体M において，∇に関する曲率 Rも捩率 T もともにゼロとなり，か

つ∇∗に関する曲率R∗と捩率 T ∗がゼロとなるとき，M は双対平坦であるという．（若干冗長である．要は，双対

構造 (g,∇,∇∗)を持つ統計多様体M において，R = 0であればM は双対平坦である．）

平坦な多様体上では局所アフィン座標系（接続が恒等的にゼロとなる座標系）が存在する．接続∇と∇∗につい

て同時に平坦な多様体を考えているので，局所アフィン座標系もそれぞれの接続ごとに 2種類存在する．そこで，
(U ; x1, . . . , xn)を∇に関する局所アフィン座標系，(V ; y1, . . . , yn)を∇∗ に関する局所アフィン座標系とする．

定理１ 双対平坦な多様体M では，各点の周りで

g

(
∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
= δij (4.20)

を満たす局所∇−アフィン座標系 (xi)と，局所∇∗−アフィン座標系 (yj)を取ることができる．この特性を持っ
た (xi)と (yj)を双対アフィン座標系と呼ぶ．

証明は 4.7.3節に記載．

記号法の変更説明：これ以降，双対座標を (x1, . . . , xn)，(y1, . . . , yn)と書く．片方の座標は下付き添え字を用
いて書く．）それに伴い，

∂

∂xi
= ∂i

∂

∂yi
= ∂i

とする．式 (4.20)の関係は

g

(
∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
= g(∂i, ∂

j) = δj
i

と表される．

4.4.2 双対アフィン座標とルジャンドル変換

まず，以下の補題を証明する．

補題：双対アフィン座標系 {θi, ηi}に対する計量は

gij = g(∂i, ∂j) = g

(
∂

∂θi
,

∂

∂θj

)
gij = g(∂i, ∂j) = g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂ηj

)
に等しい．計量に関して

gij =
∂ηj

∂θi
=

∂ηi

∂θj

gij =
∂θj

∂ηi
=

∂θi

∂ηj

gijg
jk = δk

i
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が成り立つ．

証明：

∂i =
∂

∂θi
=

∂ηk

∂θi

∂

∂ηk
=

∂ηk

∂θi
∂k

を用いれば

gij = g(∂i, ∂j) = g(
∂ηk

∂θi
∂k, ∂j) =

∂ηk

∂θi
g(∂k, ∂j) =

∂ηk

∂θi
δk
j =

∂ηj

∂θi
(4.21)

が成り立つ．ここで，gij は座標変換 (θi) → (ηj)の座標変換のヤコビ行列
(

∂ηj

∂θi

)
である．また，計量は対称で

あるので（内積は順序によらないので）

gij = gji =
∂ηi

∂θj

も成り立つ．

また，

∂i =
∂

∂ηi
=

∂θk

∂ηi

∂

∂θk
=

∂θk

∂ηi
∂k

したがって，

gij = g(∂i, ∂j) =
∂θk

∂ηi
g(∂k, ∂j) =

∂θk

∂ηi
δj
k =

∂θj

∂ηi
(4.22)

である．gij は座標変換 (ηi) → (θj)のヤコビ行列
(

∂θj

∂ηi

)
である．また，計量の対称性から

gij = gji =
∂θi

∂ηj

も成り立つ．最後に

gijg
jk =

∂ηj

∂θi

∂θk

∂ηj
= δk

i

は，ヤコビ行列とその逆行列を乗じているので単位行列になる．

定理 I (M, g,∇,∇∗)を n次元双対平坦な多様体，θ = (θ1, . . . , θn)，η = (η1, . . . , ηn)をM の双対アフィン座

標系とする．gij と gij は

gij = g

(
∂

∂θi
,

∂

∂θj

)
gij = g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂ηj

)
として計算できる．すると，ある凸関数 ψ(θ)と ϕ(η)が存在し，

gij =
∂2ψ

∂θi∂θj
gij =

∂2ϕ

∂ηi∂ηj

と表され，また，

θi =
∂ϕ

∂ηi
ηi =

∂ψ

∂θi
ψ(θ) + ϕ(η) = θkηk

が成り立つ．ここで，ψ(θ)，ϕ(η)はポテンシャルと呼ばれる5．つまり，θiはポテンシャル ϕ(η)の ηiに関する勾

配として，ηj はポテンシャル ψ(θ)の θj に関する勾配として求まるのである．

5θ と η はそれぞれ θ1, . . . , θn と η1, . . . , ηn を集合的に表したもので，ψ(θ) = ψ(θ1, . . . , θn)，ϕ(η) = ϕ(η1, . . . , ηn) の意味である．



78 第 4章 指数型分布族の多様体と双対平坦性

証明： 関係式：
∂ηi

∂θj
=

∂ηj

∂θi

は連立微分方程式

ηi =
∂ψ

∂θi
i = 1, . . . , n

において，ポテンシャル関数 ψ（凸関数 ψ）が解として存在することの条件である．したがって，式 (4.21)を用
いて，

gij =
∂ηi

∂θj
=

∂2ψ

∂θi∂θj

を得る．また，関係式：
∂θj

∂ηi
=

∂θi

∂ηj

は連立微分方程式

θi =
∂ϕ

∂ηi
i = 1, . . . , n

において，ポテンシャル関数 ϕ（凸関数 ϕ）が解として存在することの条件である．したがって，式 (4.22)を用
いて

gij =
∂θi

∂ηj
=

∂2ϕ

∂ηi∂ηj

を得る．

ここで，ψ + ϕ − θkηk の全微分を計算すると

dψ + dϕ − (dθk)ηk − θk(dηk) =
∂ψ

∂θi
dθi +

∂ϕ

∂ηi
dηi − ηidθi − θidηi = ηidθi + θidηi − ηidθi − θidηi = 0

したがって，ψ + ϕ − θkηk は定数関数である．ポテンシャル関数には定数項の任意性があるので，ポテンシャル

関数に定数を加えることにより

ψ + ϕ − θkηk = 0 (4.23)

とすることができる．

定理 II ポテンシャル関数は p, q ∈ M に対して

ϕ(η(p)) = max
q∈M

(
θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q))

)
(4.24)

ψ(θ(p)) = max
q∈M

(
ηi(q)θi(p) − ϕ(η(q))

)
(4.25)

と表される．

証明 [式 (4.24)]：pは固定し，qで微分すれば，

d

dq

(
θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q))

)
=

(
dθi(q)

dq
ηi(p) − dψ(θ(q))

dq

)
=

(
ηi(p) − ∂ψ(θ(q))

∂θi(q)

)
dθi(q)

dq
= (ηi(p) − ηi(q))

dθi(q)
dq

である．したがって，式 (4.24)のmaxはすべての iで ηi(p) = ηi(q)，すなわち，p = qのときに達成される．そ

の最大値は

ϕ(η(p)) = θi(p)ηi(p) − ψ(θ(p))

を満たす．これは式 (4.23)が成り立つ条件である．式 (4.25)も同様に証明できる．



4.5. 指数型分布族と双対平坦性 79

4.5 指数型分布族と双対平坦性

双対平坦性を，確率分布を指数型分布族に限定して議論する．

4.5.1 指数型分布族

指数型分布族とは，確率（密度）分布が

p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
= exp (θ · u(x) − ψ(θ) + c(x)) (4.26)

の形を持つ確率分布の族を言う．ここで，確率分布のパラメータは θ = (θ1, . . . , θn)であり，xが確率変数である．

xは多変数の場合にはベクトル xとする．ui(x)は確率変数の関数であり，u(x) = (u1(x), . . . , un(x))である統計
多様体を，

M = {pθ | pθ = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
,θ ∈ Θ}

と表す．確率分布は積分して 1であるので，

1 =
∫

p(x|θ)dx =
∫

exp (θ · u − ψ(θ)) dx →
∫

exp (θ · u) dx = exp(ψ(θ))

であるので，

ψ(θ) = log
∫

exp (θ · u(x)) dx (4.27)

を得る．

この ψ(θ)は凸関数である．これは，以降の議論に重要なポイントである．

証明： 2次の微分係数
∂2

∂θi∂θj
ψ(θ)を (i, j)要素に持つ行列をHesse行列と呼ぶ．Hesse行列が正定値行列な

ら ψ(θ)は凸関数であるので，これを調べる．

∂2

∂θi∂θj
ψ(θ) =

∂

∂θi

∫
uj(x) exp (θ · u(x)) dx∫

exp (θ · u(x)) dx

=
∫

ui(x)uj(x) exp (θ · u(x)) dx
∫

exp (θ · u(x)) dx −
∫

ui(x) exp (θ · u(x)) dx
∫

uj(x) exp (θ · u(x)) dx(∫
exp (θ · u(x)) dx

)2

=
∫

ui(x)uj(x)p(x|θ)dx
∫

p(x|θ)dx −
∫

ui(x)p(x|θ)dx
∫

uj(x)p(x|θ)dx(∫
p(x|θ)dx

)2

= Eθ[ui(x)uj(x)] − Eθ[ui(x)]Eθ[uj(x)] = Cov(ui(x), uj(x))

となり，ψ(θ)の Hesse行列は ui(x)と uj(x)の共分散行列に等しい．共分散行列は正定値行列であるので，ψ(θ)
は凸関数である．

指数型分布族の簡単な例を挙げる．

スカラー（1次元）正規分布

p(x|θ) =
1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]
の場合，

log p(x|θ) = log
[

1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]]
=

µ

σ2
x − 1

2σ2
x2 −

(
µ2

2σ2
+ log(

√
2πσ)

)
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であるので，

c(x) = 0, θ1 =
µ

σ2
, u1(x) = x, θ2 = − 1

2σ2
, u2(x) = x2

であり，

ψ(θ1, θ2) = − (θ1)2

4θ2
+

1
2

log
(
− π

θ2

)
= − (θ1)2

4θ2
− 1

2
log

(
−θ2

)
(4.28)

である．（定数項は無視した．）

4.5.2 指数型分布族における曲率

式 (4.18)から，指数型分布という確率分布を持つ族に対して，α = 1とした場合に，アルファ接続∇(1)の曲率

テンソルがゼロとなることを示す．

指数型分布族の確率分布は式 (4.26)より，

p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
である．したがって，

∂j lθ =
∂

∂θj

(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
= ui(x) − ∂ψ(θ)

∂θj

であり，さらに，

∂i∂j lθ =
∂

∂θi

(
uj(x) − ∂ψ(θ)

∂θj

)
= − ∂2ψ

∂θi∂θj
(θ)

を得る．

したがって，α = 1の場合のアルファ接続係数 Γ(1)
ij,k は，

Γ(1)
ij,k = Eθ [(∂i∂j lθ) (∂klθ)] = −Eθ

[(
∂2ψ

∂θi∂θj
(θ)

)
(∂klθ)

]
= − ∂2ψ

∂θi∂θj
(θ)Eθ [(∂klθ)]

であるが，

Eθ [(∂klθ)] =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θk
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

(
∂

∂θk
p(x|θ)

)
=

∂

∂θk

∑
x∈Ω

p(x|θ) =
∂

∂θk
1 = 0

であるので，Γ(1)
ij,k = 0となる．つまり，このとき θはアフィン座標系であり，アルファ接続∇(1)は平坦である6．

なお，α = 1であるアルファ接続は指数型接続，あるいは e-接続と呼ばれる．（ちなみに，本ノートでは議論し
ないが，α = −1であるアルファ接続は混合型接続，あるいはm-接続と呼ばれる．）

6[3] には，アルファ接続に対するリーマン曲率テンソル R
(α)
ijkl

とリーマン接続に対する曲率テンソル Rijkl の間に

R
(α)
ijkl

=
1 − α2

2
Rijkl

の関係があることが述べられている．上式を用いれば α = ±1 で R
(α)
ijkl

= 0 となることはより直接的に示せる．
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4.5.3 ここまでの議論のまとめ

ここまでの議論を一旦まとめてみる．

確率分布族の多様体M に対して，フィシャー計量

gij = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

と，式 (4.17)で表される (0, 3)型テンソル

T (X,Y, Z) = Eθ[(X log p(x|θ))(Y log p(x|θ))(Z log p(x|θ))] (4.17)

を導入する．ここで，アルファ接続∇(α) を

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z)

として導入すれば，アルファ接続による接続係数 Γ(α)
ij,k は

Γ(α)
ij,k = Γij,k − α

2
Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)]

として求まる．ここで，Γij,k はフィシャー計量を用いたリーマン接続による接続係数である．この式からすぐに

わかる通り，アルファ接続による接続係数は

Γ(α)
ij,k = Γ(α)

ji,k

を満たすので，捩率がゼロである．また，

Γ(α)
ij,k + Γ(−α)

ij,k = ∂kgij

を満たすので，∇(α)と∇(−α)は互いに双対接続の関係にある．したがって，多様体 (M,∇(α), g)は統計多様体と
なる．

さらに，指数分布族の多様体（統計モデル）

M = {pθ | pθ = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
,θ ∈ Θ}

に話を限定すれば，α = 1の場合に，恒等的に
Γ(1)

ij,k = 0

である．つまり，θ = (θ1, . . . , θn)はアフィン座標系であり，アフィン座標系が存在するのでリーマン曲率テンソ
ル R(1)がゼロとなることがわかる．また，双対接続∇(−1)に対してもリーマン曲率テンソルR(−1)はゼロとなる

ので，結局，指数分布族の多様体M は双対平坦である．

統計モデルM は，フィシャー計量 gij とアルファ接続を用いた双対構造∇(−α)，∇(α)のもとで統計多様体であ

る．さらに，M を指数分布族の統計モデルに限定すれば，α = 1においてM は双対平坦となる．

4.5.4 指数分布族に対する双対理論

指数分布族の多様体は α = 1においてM は双対平坦となる．このとき θ = (θ1, . . . , θn)がアフィン座標系であ
る．式 (4.27)

ψ(θ) = log
∫

exp (θ · u(x)) dx
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の ψ(θ)を用いて，ψ(θ)の 2階偏微分を計算してみれば，

∂2ψ

∂θi∂θj
= Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] = gij (4.29)

である．

証明：証明は簡単である．

log p(x|θ) = θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

の両辺を θi と θj で 2回微分すれば，右辺で残るのは ψ(θ)の項だけである．すなわち，

∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ) = − ∂2ψ

∂θi∂θj

である．したがって，

∂2ψ

∂θi∂θj
= Eθ[

∂2ψ

∂θi∂θj
] = −Eθ[

∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)] = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] = gij

である．

追記： ここで，最後の等号：

−Eθ[
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)] = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

の成立について追加の説明を行う．まず，

Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) (4.30)

である．ところで，

Eθ

[
∂

∂θi
log p(x|θ)

]
=

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
p(x|θ)

)
=

∂

∂θi

∑
x∈Ω

p(x|θ) = 0

であるので，
∂

∂θj
E

[
∂

∂θi
log p(x|θ)

]
=

∂

∂θj

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ) = 0

である．したがって，

∂

∂θj

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ)

=
∑
x∈Ω

(
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ) +

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) = 0

であるので，結局，∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) = −

∑
x∈Ω

(
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ) = −Eθ

[
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

]
が成り立つ．式 (4.30)の最右辺に代入して，

Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] = −Eθ

[
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

]
= Eθ

[
∂2ψ

∂θi∂θj

]
=

∂2ψ

∂θi∂θj
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を得る．

すなわち，式 (4.29)の右辺はフィシャー計量 gij に等しく，したがって，定理 Iにおける双対アフィン座標 θに

対するポテンシャル ψ(θ)は指数関数族の右辺に含まれている ψ(θ)に等しい．（等しいのでそもそも同じ記号 ψを

用いている訳である．）

興味深いのは．計量がフィシャー行列でなければならないことが, 指数分布族であれば自然に導かれることで

ある．もっと一般的に，確率分布族の多様体で計量がフィシャー行列でなければならないことは確率分布が備え

ているべき不変性からも導かれるが，この証明は難解である．

もう片方の双対アフィン座標 ηi は

ηi =
∂ψ(θ)
∂θi

=
∂

∂θi
log

∫
exp (θ · u(x)) dx =

∂

∂θi

∫
exp (θ · u(x)) dx∫

exp (θ · u(x)) dx

=
∫

ui(x) exp (θ · u(x) − ψ(θ)) dx =
∫

ui(x)p(x|θ)dx = Eθ[ui(x)]

として求まる．ηi は ui(x)の期待値に等しい．ηi は，α = −1の場合のアルファ接続 ∇(−α) に対するアフィン座

標系である．ηi = Eθ[ui(x)]を期待値座標系と呼ぶ．

ηに対するポテンシャル ϕ(η)を求める．まず，

log p(x|θ) = θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

の両辺の期待値を取れば，

Eθ[log p(x|θ)] = θiE(ui(x)) − ψ(θ) + c(x) = θiηi − ψ(θ) + c(x)

であるので，

θi =
∂

∂ηi
Eθ[log p(x|θ)]

を得る．したがって，

ϕ(η) = Eθ[log p(x|θ)]

を得る．つまり，ϕ(η)は確率のエントロピーの符号を変えたものになっている．ポテンシャルは定数の加算に対
する任意性があるので，

ϕ(η) = Eθ[log p(x|θ)] − Eθ[c(x)] (4.31)

とすることももちろん可能である．

4.5.5 スカラー（1次元）正規分布での双対理論

双対座標とポテンシャル

スカラー（1次元）正規分布

p(x|θ) =
1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]



84 第 4章 指数型分布族の多様体と双対平坦性

の場合，再掲すると

log p(x|θ) = log
[

1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]]
=

µ

σ2
x − 1

2σ2
x2 −

(
µ2

2σ2
+ log(

√
2πσ)

)
であるので，

c(x) = 0, θ1 =
µ

σ2
, u1(x) = x, θ2 = − 1

2σ2
, u2(x) = x2

であり，

ψ(θ1, θ2) = − (θ1)2

4θ2
+

1
2

log
(
− π

θ2

)
= − (θ1)2

4θ2
− 1

2
log

(
−θ2

)
(4.32)

である．（定数項は無視した．）上に示す θ = (θ1, θ2)の取り方は，指数関数族の定義に使った θiの取り方と同じで

あり，自然パラメータあるいは正準パラメータと呼ばれる．

ここで，η座標を求めると，

η1 =
∂ψ

∂θ1
= µ

η2 =
∂ψ

∂θ2
=

1
4

(
θ1

θ2

)2

+
1

2θ2
= µ2 + σ2

である．また，ポテンシャル ϕ(η)は

ϕ(η) = Eθ[log p(x|θ)] = Eθ[− log(
√

2πσ) − (x − µ)2

2σ2
] = − log σ − Eθ[(x − µ)2]

2σ2
= − log σ − σ2

2σ2
= − log σ

ところで，

σ2 = η2 − η2
1

であるので，

ϕ(η1, η2) = −1
2

log(η2 − η2
1)

を得る．ここで，ちなみに，
∂ϕ

∂η1
= −1

2
−2η1

η2 − η2
1

=
µ

σ2
= θ1

∂ϕ

∂η2
= −1

2
1

η2 − η2
1

= − 1
σ2

= θ2

を得る．

σ2 = − 1
2θ2

µ = − θ1

2θ2

となることを参考にして，計量を計算してみると，

g11 =
∂2ψ

∂(θ1)2
= − 1

2θ2
= σ2

g12 = g21 =
∂2ψ

∂θ2∂θ1
= −1

4
(2θ1)(− 1

(θ2)2
) =

1
2

θ1

(θ2)2
= 2µσ2

g22 =
∂2ψ

∂θ2∂θ2
=

∂

∂θ2

(
(θ1)2

4(θ2)2
+

1
2

1
θ2

)
=

(θ1)2

4

(
−2

1
(θ2)3

)
− 1

2
1

(θ2)2
= − 1

2(θ2)2

[
(θ1)2

θ2
+ 1

]
ここで，

1
2(θ2)2

= 2σ4 (θ1)2

θ2
= −2

µ2

σ2
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であるので，

g22 = −2σ4

(
−2

µ2

σ2
+ 1

)
= 4µ2σ2 − 2σ4

となる．

e−測地線に沿った距離

ここで，2つの正規分布の距離を計算してみる．スカラー正規分布多様体M の 2点 p(x|θp) = N (x|(µp, σp))
と q(x|θq) = N (x|(µq, σq))を考え，p, q間の距離を導出する．

θ = (θ1, θ2)は

θ1 =
µ

σ2

θ2 = − 1
2σ2

であるので，

θp = (θ1
p, θ2

p) = (
µp

(σp)2
,− 1

2(σp)2
) (4.33)

θq = (θ1
q , θ2

q) = (
µq

(σq)2
,− 1

2(σq)2
) (4.34)

である．ちなみに，p, q間のユークリッド距離Dは，

D2 = ‖θp − θq‖2 =
(

µp

(σp)2
− µq

(σq)2

)2

+
(

1
2(σp)2

− 1
2(σq)2

)2

である．

多様体M 上での p, q 間を結ぶ距離を求める．M は双対平坦な多様体で，座標 θ は双対アフィン座標である．

つまり，θ上で 2点を結ぶ測地線は直線であり，パラメータ t ∈ [0, 1]を用いて

θ(t) = (1 − t)θp + tθq

と表される7．この直線は e−測地線と呼ばれる．各成分は

θ1(t) = (1 − t)θ1
p + tθ1

q θ2(t) = (1 − t)θ2
p + tθ2

q (4.35)

と表される．2点間の距離 Lは

L =
∫ 1

0

‖ dθ

dt
‖dt

ここで，
dθ

dt
= θq − θp であるので L =

∫ 1

0

‖θq − θp‖dt

7測地線が直線となるのは，測地線方程式
∂2θi

∂t2
+ Γi

k`
dθk

dt

dθ`

dt
= 0

において，双対アフィン座標 „ では，接続係数 Γi
k` = 0 であるので，測地線方程式は ∂2θi/∂t2 = 0 となり，結局，測地線を表す式は

„ = at + b と t に関する 1 次式で表される．
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である．さらに，接ベクトルは

θq − θp = (θ1
q − θ1

p)
∂

∂θ1
+ (θ2

q − θ2
p)

∂

∂θ2
= (θi

q − θi
p)

∂

∂θi

と書けるので，

‖θq−θp‖ =

√
g

(
(θi

q − θi
p)

∂

∂θi
, (θj

q − θj
p)

∂

∂θj

)
=

√
g11(t)(θ1

q − θ1
p)2 + 2g12(t)(θ1

q − θ1
p)(θ2

q − θ2
p) + g22(t)(θ2

q − θ2
p)2

である．ここで，

g11(t) = − 1
2θ2(t)

g12(t) =
1
2

θ1(t)
(θ2(t))2

g22(t) = − 1
2(θ2(t))2

[
(θ1(t))2

θ2(t)
+ 1

]
であるので，結局

L =
∫ 1

0

√
g11(t)(∆1)2 + 2g12(t)∆1∆2 + g22(t)(∆2)2tdt

=
∫ 1

0

√
−(∆1)2

1
2θ2(t)

+ ∆1∆2
θ1(t)

(θ2(t))2
− (∆2)2

1
2(θ2(t))2

[
(θ1(t))2

θ2(t)
+ 1

]
dt

となる．ここで，

∆1 = θ1
q − θ1

p =
µp

(σp)2
− µq

(σq)2
∆2 = θ2

q − θ2
p = − 1

2(σp)2
+ − 1

2(σq)2

である．

式 (4.35)や (4.33)，(4.34)を用いて，上式の積分を実行するのであるが....．

甘利 [3]によれば，ユークリッド空間における測地線である直線は１）接ベクトルが方向を変えない，２）2点
を結ぶ長さが最小である，の性質を有するが，双対平坦な空間における測地線である直線は１）の性質を有する

が，２）の性質は（一般的には）持っていない．つまり，双対平坦な空間の 2点間の最小距離を上の計算で求め
ることは出来ない（のであろう）．–接続を双対にするという “複雑さ”を受け入れたことで，（リーマン接続の “単
純”さを犠牲にすることで，）平坦性という “単純”さを得たのではなかった!!

4.6 ダイバージェンス

4.6.1 Bregmanダイバージェンス

双対平坦な多様体 (M,∇,∇∗, g)を仮定し，∇に関するアフィン座標を θとする．双対平坦な多様体において

は，リーマン計量 gij が

gij =
∂2ψ

∂θi∂θj
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x

y

x

y=ψ(x)

D( )

x

図 4.1: Bregmanダイバージェンスの説明．ψ(x)を凸関数とする．x′ で ψ(x)に接する直線は y = (x− x′) ∂ψ
∂x

(x′) + ψ(x′)で
与えられる．したがって，ダイバージェンス D(x‖x′) = ψ(x) −

[
(x − x′) ∂ψ

∂x
(x′) + ψ(x′)

]
は，この接線と関数 ψ(x)の xに

おける乖離の大きさを表している.

と表されるような凸関数 ψ(θ)が必ず存在する．このときM 上の 2点 p, q ∈ M に対して，

D(p‖q) = (θi(q) − θi(p))
∂ψ

∂θi
(q) − (ψ(q) − ψ(p)) (4.36)

を Bregmanダイバージェンスと呼ぶ．

Bregmanダイバージェンスは，明確な解釈を与えることができる．式 (4.36)を 1次元で考えてみる．点 p, qに

おける座標を x, x′ とすれば，

D(x‖x′) = (x′ − x)
dψ

dx
(x′) − (ψ(x′) − ψ(x)) = ψ(x) −

(
(x − x′)

dψ

dx
(x′) + ψ(x′)

)

となる．図 4.1に示すように，ψ(x)は凸関数とし，x′でψ(x)に接する直線を引く．この直線は y = (x−x′)
dψ

dx
(x′)+

ψ(x′)で与えられる．したがって，ダイバージェンスD(x‖x′) = ψ(x)−
[
(x − x′)

dψ

dx
(x′) + ψ(x′)

]
は，この接線

と関数 ψ(x)の xにおける乖離の大きさを表している．この事から，（ψ(x)は凸関数であるので）D(x‖x′) ≥ 0は
自明であり，等号成立は x = x′ の場合のみである．

一般の n次元の場合においても，式 (4.36)によれば，点 q における凸関数 ψ(θ)の接平面の点 pにおける値

(θi(q) − θi(p))
∂ψ

∂θi
(q) − (ψ(q) と，点 pにおける凸関数の値 ψ(p)の差がD(p‖q)である．したがって，ダイバー

ジェンスとは，双対平坦な多様体において，点 p, q間の距離を，pにおいて qにおける接平面とポテンシャル関数

との乖離の大きさで評価する「偽距離」である．ポテンシャル関数は凸関数であるので，p, q間の距離が大きくな

れば乖離の大きさも大きくなる．
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4.6.2 Bregmanダイバージェンスの双対アフィン座標での表現

Bregmanダイバージェンスは双対アフィン座標を用いて，

D(p‖q) = ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) (4.37)

と表される．ここで，θi, ηi はM の双対アフィン座標系である．

Bregmanダイバージェンス（式 (4.36)）は式 (4.37)の定義と等価である．

証明： 証明は簡単である．上式のカッコを払えば，
∂ψ

∂θi
(q) = ηi(q)に注意して，

D(p‖q) = (θi(q) − θi(p))ηi(q) − (ψ(q) − ψ(p)) = θi(q)ηi(q) − θi(p)ηi(q) − ψ(q) + ψ(p)

であるが，

θi(q)ηi(q) − ψ(q) = ϕ(q)

であるので，

D(p‖q) = ϕ(q) + ψ(p) − θi(p)ηi(q)

となって，式 (4.37)を得る．

このダイバージェンスは α−ダイバージェンス，または∇−ダイバージェンスなどと呼ばれる場合もある．こ
こでは，文献 [2]による最もシンプルな呼び方であるダイバージェンスを用いる．

4.6.3 ダイバージェンスの座標不変性

ダイバージェンスが双対アフィン座標系の取り方にはよらない事を示す．

定理：θi, ηi と θ̃i と η̃i をM の 2組の双対アフィン座標系とする．それぞれの双対ポテンシャルを ψ(θ), ϕ(η)，
ψ̃(θ̃), ϕ̃(η̃)と書く．すると，

ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) = ψ̃(θ̃(p)) + ϕ̃(η̃(q)) − θ̃i(p)η̃i(q)

が成り立つ．

証明：アフィン座標系はあるアフィン変換で関係付けられている．

θ̃λ = Aλ
i θi + aλ η̃λ = Bi

ληi + bλ (4.38)

AとB は正則行列である．∂̃λ =
∂

∂θ̃λ
と書けば，ここで，

∂

∂θi
=

∂θ̃λ

∂θi

∂

∂θ̃λ
→ ∂i =

∂θ̃λ

∂θi
∂̃λ = Aλ

i ∂̃λ

であり，同様に
∂

∂ηi
=

∂η̃λ

∂ηi

∂

∂η̃λ
→ ∂i =

∂η̃λ

∂ηi
∂̃λ = Bi

λ∂̃λ

である．
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双対アフィン座標系においては g(∂i, ∂
j) = g(

∂

∂θi
,

∂

∂ηj
) = δj

i の関係がある．したがって，

δj
i = g(∂i, ∂

j) = g(Aλ
i ∂̃λ, Bj

µ∂̃µ) = Aλ
i Bj

µg(∂̃λ, ∂̃µ) = Aλ
i Bj

µδµ
λ = Aλ

i Bj
λ

を得る．ここで，行列AとB を

A =


A1

1 · · · An
1

...
. . .

...
A1

n · · · An
n

 B =


B1

1 · · · Bn
1

...
. . .

...
B1

n · · · Bn
n


とすれば，すなわち，上付きの添え字が列を，下付きが行を表すように行列を定義すれば

Aλ
i Bj

λ = δj
i

は

AB = I

を表す．先ほど導いた式 ∂i = Aλ
i ∂̃λ から

∂i = Aλ
i ∂̃λ →


∂1

...
∂n

 = A


∂̃1

...
∂̃n

 →


∂̃1

...
∂̃n

 = B


∂1

...
∂n

 → ∂̃λ = Bi
λ∂i

を得る．

全く同様に

∂i = Bi
λ∂̃λ

であるので，

[∂1, . . . , ∂n] = [∂̃1, . . . , ∂̃n]B = [∂1, . . . , ∂n] = [∂̃1, . . . , ∂̃n]


B1

1 · · · Bn
1

...
. . .

...
B1

n · · · Bn
n


が成り立つので，

[∂̃1, . . . , ∂̃n] = [∂1, . . . , ∂n]A = [∂1, . . . , ∂n]


A1

1 · · · An
1

...
. . .

...
A1

n · · · An
n


が成り立つ．つまり，

∂̃λ = Aλ
i ∂i

を得る．

いよいよ証明に入る．まず，ψと ψ̃の関係を導く．ηi =
∂ψ

∂θi
から，

η̃λ =
∂ψ̃

∂θ̃λ
=

∂

∂θ̃λ
ψ̃ = Bj

λ

∂

∂θj
ψ̃

一方，

η̃λ = Bj
ληj + bλ = Bj

λ

∂ψ

∂θj
+ bλ
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上 2つの式を見比べて，

Bj
λ

∂

∂θj
ψ̃ = Bj

λ

∂

∂θj
ψ + bλ

を得る．これは，行列と列ベクトルで書くと，

B


∂ψ̃

∂θ1

...
∂ψ̃

∂θn

 = B


∂ψ

∂θ1

...
∂ψ

∂θn

 +


b1

...
bn



である．したがって， 
∂ψ̃

∂θ1

...
∂ψ̃

∂θn

 =


∂ψ

∂θ1

...
∂ψ

∂θn

 + A


b1

...
bn


が成り立ち，以下の式を得る．

∂

∂θj
ψ̃ =

∂

∂θj
ψ + [B−1]λj bλ → ∂

∂θj
ψ̃ =

∂

∂θj
ψ + Aλ

j bλ

さらに，両辺を θj で積分して，

ψ̃(θ̃) = ψ(θ) + Aλ
j bλθj + C (4.39)

を得る．ここで，C は積分定数である，

次に，ϕと ϕ̃の関係を導く．

ψ(θ) + ϕ(η) = θkηk

を用いれば，

ϕ̃(η̃) = θ̃kη̃k − ψ̃(θ̃) = (Ak
i θi + ak)(Bj

kηj + bk) − (ψ(θ) + Aλ
j bλθj + C)

= θiηi − ψ(θ) + akBj
kηj + akbk − C = ϕ(η) + akBj

kηj + akbk − C (4.40)

を得る．したがって，式 (4.38), (4.39), (4.40)を用いれば，

ψ̃(θ̃(p)) + ϕ̃(η̃(q)) − θ̃k(p)η̃k(q)

=
(
ψ(θ(p)) + Aλ

j bλθj(p) + C
)

+
(
ϕ(η(q)) + akBj

kηj(q) + akbk − C
)
− (Ak

i θi(p) + ak)(Bj
kηj(q) + bk)

= ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) (4.41)

を得る．すなわち，ダイバージェンスは座標変換に対して不変であり，幾何学的に固有な量である．

4.6.4 ダイバージェンスの性質

p ∈ M の θ座標と η座標を

θ(p) = (θ1(p), . . . , θn(p)) η(p) = (η1(p), . . . , ηn(p))
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と表せば，式 (3.21)と (3.22)：

ϕ(η(p)) = max
q∈M

(
θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q))

)
ψ(θ(p)) = max

q∈M

(
ηi(q)θi(p) − ϕ(η(q))

)
が成り立つ．この事から，p 6= qの場合では，

ϕ(η(p)) ≥ θi(q)ηi(p) − ψ(θ(q)) → ϕ(η(p)) + ψ(θ(q)) − θi(q)ηi(p) ≥ 0

および

ψ(θ(q)) ≥ ηi(p)θi(q) − ϕ(η(p)) → ψ(θ(q)) + ϕ(η(p)) − ηi(p)θi(q) ≥ 0

であり，

D(p‖q) ≥ 0

を得る．また，等号成立は p = qの場合のみである．ただし，この事は図 4.1からほとんど自明である．

4.6.5 ユークリッド空間での例

∇∗ = ∇である場合は自己双対と呼ばれる．これは，リーマン接続をもつリーマン多様体の場合である．この
場合，双対平坦性は，単なる平坦性であり，平坦なリーマン多様体はユークリッド空間に帰着する．

ψ(θ) + ϕ(η) = θkηk

において，θi = ηi = zi として，ψ(z) = ϕ(z)とすれば，

2ψ(z) =
n∑

i=1

(zi)2

すなわち，

ψ(z) = ϕ(z) =
1
2

n∑
i=1

(zi)2

を得る．したがって，

D(p‖q) = ψ(z(p))+ψ(z(q))−
n∑

i=1

zi(p)zi(q) =
1
2

n∑
i=1

(zi(p))2+
1
2

n∑
i=1

(zi(q))2−
n∑

i=1

zi(p)zi(q) =
1
2

n∑
i=1

(zi(p)−zi(q))2

となる．

ダイバージェンスは距離の 2乗の次元を持っているが，ユークリッド距離とは異なる（1
2 がついている．）．さ

らに，距離の公理のうちで，対称性や三角不等式はなりたたない．

4.6.6 一般化したピタゴラスの定理

一般化したピタゴラスの定理が成り立つ．
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双対平坦多様体 (M, g,∇,∇∗)上に 3点 p, q, rを取る．もし，pと qを結ぶ ∇−測地線（接続 ∇から計算され
る測地線）が，qと rを結ぶ∇∗−測地線（接続∇∗ から計算される測地線）が qにおいて直交するなら

D(p‖q) + D(q‖r) = D(p‖r)

が成り立つ．

証明： アフィン座標系に対する接続係数はゼロなので，測地線は
d2xi

dt2
= 0の解であり，直線になる．した

がって，p, qを結ぶ測地線は，

θ(t) = (θ1(t), . . . , θn(t)) = tθ(p) + (1 − t)θ(q)

と表され，q, rを結ぶ測地線は

η(t) = (η1(t), . . . , ηn(t)) = tη(r) + (1 − t)η(q))

と表される．この 2つの測地線が qにおいて直交するので，

g

(
dθ(t)

dt
(0),

dη(t)
dt

(0)
)

= 0

が成り立つ．ところで，

dθ(t)
dt

=
∂θi(t)

∂t

∂

∂θi
= (θi(p) − θi(q))

∂

∂θi

dη(t)
dt

=
∂ηi(t)

∂t

∂

∂ηi
= (ηi(r) − ηi(q))

∂

∂ηi

である8．したがって，

g

(
dθ(t)

dt
,

dη(t)
dt

)
= g

(
(θi(p) − θi(q))

∂

∂θi
, (ηj(r) − ηj(q))

∂

∂ηj

)
= (θi(p) − θi(q))(ηj(r) − ηj(q))δi

j =
(
θi(p) − θi(q)

)(
ηi(r) − ηi(q)

)
= 0 (4.42)

が成り立つ．また，ダイバージェンスの定義（式 (4.37)）より，

D(p‖q) = ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q)

D(q‖r) = ψ(θ(q)) + ϕ(η(r)) − θi(q)ηi(r)

D(p‖r) = ψ(θ(p)) + ϕ(η(r)) − θi(p)ηi(r)

であるので，

D(p‖q) + D(q‖r) − D(p‖r)

= ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) + ψ(θ(q)) + ϕ(η(r)) − θi(q)ηi(r) −
[
ψ(θ(p)) + ϕ(η(r)) − θi(p)ηi(r)

]
= ψ(θ(q)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) − θi(q)ηi(r) + θi(p)ηi(r) = θi(q)ηi(q) − θi(p)ηi(q) − θi(q)ηi(r) + θi(p)ηi(r)

=
(
θi(p) − θi(q)

)(
ηi(r) − ηi(q)

)
= 0

となって，

D(p‖q) + D(q‖r) = D(p‖r)

を示すことができた．

8注意：(θi(p) − θi(q))
∂

∂θi
は接ベクトルの基底ベクトル表示である．（

∂

∂θi
は xi 方向の基底ベクトルである．）
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4.6.7 指数型分布族：KLダイバージェンスの導出

Bregmanダイバージェンスは，指数型分布族の確率分布

p(x|θ) = exp[c(x) + θiui(x) − ψ(θ)] (4.43)

を仮定すればKLダイバージェンスに等しくなる．以下これを示す．この節では，指数分布族の統計多様体M に

対して，α = ±1のアルファ接続∇(α),∇(−α) を仮定する．

ここで，

ηi = Eθ [ui(x)]

とすれば，θi と ηi は互いに双対なアフィン局所座標系となっている．ポテンシャル ϕ(η)は，式 (4.31)から

ϕ(η) = θiηi − ψ(θ) = Eθ[log p(x, |θ) − c(x)]

と求まる．上式は p, q ∈ M で成り立つので

ϕ(η(p)) = Eθ(p)[log p(x, |θ(p)) − c(x)]

ϕ(η(q)) = Eθ(q)[log q(x, |θ(q)) − c(x)]

である．

M 上に 2点 p, qを取り，ダイバージェンスを計算すれば

D(p‖q) = ψ(θ(p)) + ϕ(η(q)) − θi(p)ηi(q) = ψ(θ(p)) + Eθ(q)[log q(x, |θ(q)) − c(x)] − θi(p)Eθ(q)[ui(x)]

となる．ところで，点 pにおける指数型分布族の確率分布にもどると

p(x|θ(p)) = exp[c(x) + θi(p)ui(x) − ψ(θ(p))]

である．上式の logを取りその両辺の，確率分布 q(x|θ(q))に関する期待値をとれば，

Eθ(q)[log p(x|θ(p)) − c(x)] = θi(p)Eθ(q)[ui(x)] − ψ(θ(p))

を得る．つまり

　ψ(θ(p)) − θi(p)Eθ(q)[ui(x)] = −Eθ(q)[log p(x|θ(p)) − c(x)]

が成り立つのでダイバージェンスD(p‖q)は

D(p‖q) = Eθ(q)[log q(x, |θ(q)) − c(x)] − Eθ(q)[log p(x|θ(p)) − c(x)]

= Eθ(q)[log q(x, |θ(q)) − c(x) − log p(x|θ(p)) + c(x)] = Eθ(q)[log q(x, |θ(q)) − log p(x|θ(p))]

=
∑
x∈Ω

q(x|θ(q)) log
q(x|θ(q))
p(x|θ(p))

(4.44)

となる．これは KLダイバージェンスに等しい．
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4.7 Appendix: いくつかの証明

4.7.1 平坦な多様体

定理 アフィン接続∇を持つ多様体M において，次の 2条件は同値である．

(i) M は平坦である．

(ii) M の各点の周りにアフィン座標系が存在する．

証明： (i)→(ii)

まず，接続係数の変換測を導く．

局所座標系 xi において9，xj 方向の接ベクトルの xi 方向への方向微分は，

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij
∂

∂xk

と書ける．また，別の局所座標系 ξa を用いると，

∇ ∂
∂ξa

∂

∂ξb
= Γc

ab
∂

∂ξc

と書ける．2つの座標系で表すことのできる領域では，接続係数 Γk
ij と Γc

ab の間に何らかの変換測があるはずで

ある．この変換測を導く．

そのため，∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
を 2通りで計算する．まず，

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γk

ij
∂

∂xk
= Γk

ij
∂ξc

∂xk

∂

∂ξc
(4.45)

と表せる．上式は，接ベクトル変換測：
∂

∂xk
=

∂ξc

∂xk

∂

∂ξc
を用いただけである10．

一方，この変換測を用いて，

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= ∇ ∂

∂xi

(
∂ξb

∂xj

∂

∂ξb

)
=

∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj
∇ ∂

∂xi

∂

∂ξb
=

∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj
∇ ∂ξa

∂xi
∂

∂ξa

∂

∂ξb

=
∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
∇ ∂

∂ξa

∂

∂ξb
=

∂2ξb

∂xi∂xj

∂

∂ξb
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
Γc

ab
∂

∂ξc

=
(

∂2ξc

∂xi∂xj
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
Γc

ab

)
∂

∂ξc
(4.46)

9局所座標系 x1, x2, . . . , xn と書くべきところを省略してこのように書いた．
10この変換測は，より明示的に書くと，

∂

∂x1

.

..
∂

∂xn

 =


∂ξ1

∂x1
· · ·

∂ξn

∂x1

.

..
. . .

.

..
∂ξ1

∂xn
· · ·

∂ξn

∂xn




∂

∂ξ1

.

..
∂

∂ξn


となる．接ベクトルにヤコビ行列をかけて別の座標系の接ベクトルを得ている．
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である．ここで，式 (4.45)と (4.46)を比較すれば，

Γk
ij

∂ξc

∂xk
=

∂2ξc

∂xi∂xj
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi
Γc

ab

を得る．ヤコビ行列
∂ξc

∂xk
の逆行列を両辺に乗じて

Γk
ij =

∂2ξc

∂xi∂xj

∂xk

∂ξc
+

∂ξb

∂xj

∂ξa

∂xi

∂xk

∂ξc
Γc

ab

を得る．上式が，座標変換 (ξ1, . . . , ξn) → (x1, . . . , xn)に関する接続係数の座標変換測である．

ここから，(i)→(ii)の証明に入る．任意の局所座標系 x1, . . . , xnに対して，ある座標系 ξ1, . . . , ξnが存在して，

その座標系における接続係数はゼロとなるので，

0 = Γc
ab =

∂2x`

∂ξa∂ξb

∂ξc

∂x`
+

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij (4.47)

となる．以下では，このような座標系 (ξa)が，任意の座標系 (xi)に対して必ず存在することを示す．このため，
まず，恒等式

∂x`

∂ξb

∂ξb

∂xj
= δ`

j

の両辺を xi で偏微分する．
∂2x`

∂ξa∂ξb

∂ξa

∂xi

∂ξb

∂xj
+

∂x`

∂ξb

∂2ξb

∂xi∂xj
= 0

であるので，両辺にヤコビ行列
∂ξa

∂xi
と

∂ξb

∂xj
の逆行列をかけると，

∂2x`

∂ξa∂ξb
= − ∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂x`

∂ξd

∂2ξd

∂xi∂xj

を得る．式 (4.47)に代入して，

0 = Γc
ab =

∂2x`

∂ξa∂ξb

∂ξc

∂x`
+

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij = − ∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂x`

∂ξd

∂2ξd

∂xi∂xj

∂ξc

∂x`
+

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij

=
∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij − ∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂2ξc

∂xi∂xj
=

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

(
∂ξc

∂xk
Γk

ij − ∂2ξc

∂xi∂xj

)
(4.48)

を得る．したがって，Γc
ab = 0が成り立つのは，

∂ξc

∂xk
Γk

ij =
∂2ξc

∂xi∂xj
(4.49)

が成り立つのと同値である．上式は ξ1, . . . , ξnに関する 2階の偏微分方程式である．この方程式が解 ξ1, . . . , ξnを

持てばこの座標系における Γc
ab は恒等的にゼロとなる．

以下では，条件 (i)，つまり曲率テンソル R = 0と捩率テンソル T = 0の条件下で，式 (4.49)が（任意の座標
系 (xi)に対して）必ず解を持つことを示す．これは，偏微分方程式の解の存在条件に関する議論である．

式 (4.49)を，2つに分けて書くと

∂ξc

∂xk
= θc

k

∂θc
j

∂xi
= θc

kΓk
ij
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との，連立微分方程式となる．この連立微分方程式が解を持つ条件（可積分条件）は

∂2ξc

∂xi∂xj
=

∂2ξc

∂xj ∂xi
(4.50)

∂2θc
k

∂xi∂xj
=

∂2θc
k

∂xj ∂xi
(4.51)

である．まず，式 (4.50)は

∂2ξc

∂xi∂xj
=

∂2ξc

∂xj ∂xi
⇐⇒ ∂

∂xi
θc

j =
∂

∂xj
θc

i ⇐⇒ θc
kΓk

ij = θc
kΓk

ji ⇐⇒ θc
kT k

ij = 0

となる．ここで，捩率テンソル T k
ij = 0であるので，この可積分条件は成り立つ．次に，式 (4.51)は，

∂2θc
k

∂xi∂xj
=

∂2θc
k

∂xj ∂xi
⇐⇒ ∂

∂xi
(θc

`Γ
`
jk ) =

∂

∂xj
(θc

`Γ
`
ik )

⇐⇒ ∂θc
`

∂xi
Γ`

jk + θc
`

∂Γ`
jk

∂xi
− ∂θc

`

∂xj
Γ`

ik − θc
`

∂Γ`
ik

∂xj
= 0

⇐⇒ θc
mΓm

i` Γ`
jk + θc

m

∂Γm
jk

∂xi
− θc

mΓm
j` Γ`

ik − θc
m

∂Γm
ik

∂xj
= 0

⇐⇒ θc
m

(
Γm

i` Γ`
jk +

∂Γm
jk

∂xi
− Γm

j` Γ`
ik − ∂Γm

ik

∂xj

)
= 0 ⇐⇒ θc

mRm
ijk = 0

となる．リーマン曲率テンソル Rm
ijk = 0であるので，この可積分条件も成り立つ．したがって，式 (4.49)に示す

微分方程式は解 ξ1, . . . , ξn を持ち，この解のもとで接続係数は全てゼロとなる．

4.7.2 統計多様体に関する証明

∇と∇∗を互いに双対な接続とする．次の 4条件のうち，任意の 2条件を仮定すると，残りの 2条件が成り立つ．

(1) ∇の捩率はゼロである．

(2) ∇∗ の捩率はゼロである．

(3) (∇g)(X,Y, Z)はX,Y, Z に関して対称である．（コダッチの方程式）

(4) ∇̄ = 1
2 (∇ + ∇∗)は Riemann接続である．

ここで，

(∇g)(X,Y, Z) = Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇XZ) (4.52)

である．これは接続∇が「どのくらい計量的でないか」を測るテンソル量である．

証明： まず，式 (4.52)を書き直す．

(∇g)(X,Y, Z) = g(∇∗
XY,Z) − g(∇XY,Z)

と書き直せる．（この式の導出は未確認．）X と Y を入れ替えて，

(∇g)(Y,X,Z) = g(∇∗
Y X,Z) − g(∇Y X,Z)

であるので，

(∇g)(X,Y, Z) − (∇g)(Y,X,Z) = g(∇∗
XY −∇∗

Y X,Z) − g(∇XY −∇Y X,Z)
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を得る．また，捩率について，

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ]

T ∗(X,Y ) = ∇∗
XY −∇∗

Y X − [X,Y ]

であるので，結局，

(∇g)(X,Y, Z) − (∇g)(Y,X,Z)

= g(T ∗(X,Y ) + [X,Y ], Z) − g(T (X,Y ) + [X,Y ], Z) = g(T ∗(X,Y ) − T (X,Y ), Z) (4.53)

である．

(1),(2)が成り立っている場合：

式 (4.53)より，
(∇g)(X,Y, Z) = (∇g)(Y,X,Z)

が成り立つ．Y,Z の対称性は自明であるため，(3)が成り立つ．また，T = T ∗ = 0が仮定されているため，∇̄は
Riemann接続である．したがって，(3),(4)が言える．

(1),(3)を仮定した場合：

式 (4.53)より，T = T ∗ が言えるので，T ∗ = 0が言える．上と同じ論法で ∇̄は Riemann接続である．(2),(3)
を仮定した場合も同じである．

(1),(4)を仮定した場合：

∇∗ = 2∇̄ − ∇を
T ∗(X,Y ) = ∇∗

XY −∇∗
Y X − [X,Y ]

に代入すれば，

T ∗(X,Y ) = (2∇̄X −∇X)Y − (2∇̄Y −∇Y )X − [X,Y ] = 2T̄ (X,Y ) − T (X,Y ) = 0

なぜなら，∇̄は Riemann接続なので，T̄ = 0．したがって，(2)が言える．(1),(2)から (3)が言える．(2),(4)を
仮定した場合も同じである．

(3),(4)を仮定した場合：

式 (4.53)より，
g(T ∗(X,Y ) − T (X,Y ), Z) = 0

Z は任意なので，

T ∗(X,Y ) − T (X,Y ) = 0

(4)より，∇̄はリーマン接続なので，その捩率

1
2
(T (X,Y ) + T ∗(X,Y )) = 0 → T (X,Y ) + T ∗(X,Y ) = 0

したがって，T = T ∗ = 0が言える．

文献 [2]における (1),(2)→(3)の証明： まず最初に以下の成立を示す．

(∇g)(X,Y, Z) + g(Y, T (X,Z)) = (∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z))
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（文献 [2]では，(∇g)(X,Y, Z), (∇g)(Z, Y,X)はそれぞれ (∇Xg)(Y,Z), (∇Zg)(Y,X)と表されている．）

証明：

(∇g)(X,Y, Z) + g(Y, T (X,Z)) = Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇XZ) + g(Y,∇XZ −∇ZX − [X,Z])

= Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇XZ) + g(Y,∇XZ) − g(Y,∇ZX) − g(Y, [X,Z])

= Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇ZX) − g(Y, [X,Z])

また，

(∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z)) = Zg(Y,X) − g(∇ZY,X) − g(Y,∇ZX) + g(Y,∇∗
XZ −∇∗

ZX − [X,Z])

= Zg(Y,X) − g(∇ZY,X) − g(Y,∇ZX) + g(Y,∇∗
XZ) − g(Y,∇∗

ZX) − g(Y, [X,Z])

である．ここで，双対アフィン接続の定義式から

g(Y,∇∗
XZ) = Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z)

g(Y,∇∗
ZX) = Zg(Y,X) − g(∇ZY,X)

であるので，代入して，

(∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z))

= Zg(Y,X) − g(∇ZY,X) − g(Y,∇ZX) + Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − Zg(Y,X) + g(∇ZY,X) − g(Y, [X,Z])

= Xg(Y,Z) − g(∇XY,Z) − g(Y,∇ZX) − g(Y, [X,Z])

であり，したがって，

(∇g)(X,Y, Z) + g(Y, T (X,Z)) = (∇g)(Z, Y,X) + g(Y, T ∗(X,Z))

が成り立つ．したがって，T = 0, T ∗ = 0が成り立てば，

(∇g)(X,Y, Z) = (∇g)(Z, Y,X)

がなりたつ．上記を（あるいは前述の条件 (3)を）コダッチの方程式と呼ぶ．

4.7.3 双対アフィン座標系の存在について

双対平坦な多様体M では，各点の周りで

g

(
∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
= δij

を満たす局所∇−アフィン座標系 (xi)と，局所∇∗−アフィン座標系 (yj)を取ることができる．この特性を持っ
た (xi)と (yj)を双対アフィン座標系と呼ぶ．

証明： 点 p ∈ M の近傍において∇に関するアフィン座標近傍 (U ; ξi)と∇∗に関するアフィン座標近傍 (V ; ηi)
とを定める．そして，

gp

((
∂

∂ξi

)
p

,

(
∂

∂ηj

)
p

)
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を (i, j) 成分とする行列を G とする．計量の正定値性より，G は正則行列である．ここで，列ベクトル ξ =
[ξ1, . . . , ξn]T，η = [η1, . . . , ηn]T として，

x = ξ

y = Gη

とする新しい座標系を導入する．新しい座標系は x = [x1, . . . , xn]T，y = [y1, . . . , yn]T であらわした．y = Gη

を成分で表すと，

yj =
∑

k

Gjkηk → ηk =
∑

j

[G−1]kjy
j

と表される．したがって，
∂

∂yj
=

∑
k

∂ηk

∂yj

∂

∂ηk
=

∑
k

[G−1]kjη
k

である．ここで，

g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
g

(
∂

∂xi

)
p

,

(∑
k

[G−1]kj
∂

∂ηk

)
p


=

∑
k

[G−1]kjg

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂ηk

)
p

)
=

∑
k

[G−1]kjGik = δij

である．したがって，上で定義した (xi)と (yj)が求める座標系である．

以下は必要か?　任意の pで上が証明できていればそれでOKなのではないのか．

こうして作ったアフィン座標系の組 (xi), (yj)がすべての p ∈ U ∩ V で

g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= δij

を満たすことを示す．これを示すには，任意のベクトル場X ∈ X(M)に対して，

Xg

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= 0

が言えれば，g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= δij がどこでも成り立つことが言える．実際，

Xg

(
∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
= g

(
∇X

∂

∂xi
,

∂

∂yj

)
+ g

(
∂

∂xi
,∇∗

X

∂

∂yj

)
であるが，(xi)が∇アフィン座標系なので

∇X
∂

∂xi
= 0

(yi)が∇∗ アフィン座標系なので

∇∗
X

∂

∂yi
= 0

である11．したがって，Xg = 0であり，g

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂yj

)
p

)
= δij が p ∈ U ∩ V のどこでも成り立つ．

上の性質を有する局所アフィン座標系 (xi)と (yj)の組 {(xi), (yj)}を双対アフィン座標系と呼ぶ．
11補足：

∇X
∂

∂xi
= ∇

Xj ∂

∂xj

∂

∂xi
= XjΓk

ji
∂

∂xk
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個人の感想

１）リーマン幾何学において，2点を結ぶ最短距離を求めるのは，(i) 与えられた計量と接続を用いて測地線方程
式を構成し，これを解いて測地線を求める．(ii) 測地線に沿って計量を積分することにより 2点間の距離を求め
る，が一般的な手順である．しかしながら，双対平坦な多様体では，測地線は直線になるが，この直線は最短距

離を結ぶ曲線ではない（ようである）．これが本当なら，なぜこんな大事なことを，どの本でも触れてないのか．

甘利（[3]）で，ぼそっと結論のみ「つぶやかれて」いるだけである．

したがって，双対平坦な多様体では，距離を計算するのは（少なくとも）大変みたいで，一般的には不可能なの

であろう．

２）したがって，ダイバージェンスは双対平坦な多様体に対して，距離の代用品として導入された（らしい）．代

用品としては (i) 向きに依存する，(ii) 三角不等式を満たさない，などの問題はあるが，(a) 座標系に依存しない，
(b) 2点が離れていればいるほど大きな値となる（凸関数の性質から証明できる），(c) 2点を結ぶ経路に依存しな
い，などの「良い」性質を持っている．

３）ダイバージェンスがわりと良い代用品だとしても以下の疑問はのこる．双対平坦性を放棄して，フィシャー計

量とリーマン接続の組み合わせを用いれば，2点間の距離は計算できる．（どんな場合にも積分が実行できて，距
離が簡単に計算できるのかはともかく，少なくとも原理原則は．）これは微分幾何学では標準の方法である．なぜ

標準的な方法を用いず，双対平坦性という特殊な考え方を導入するのか（なぜ双対平坦性がそれほど重要なのか，）

現時点ではよくわからない．（2点間の距離を計算する以上に重要な）何か別の理由があるみたいな気もする．

参考文献

主に以下の教科書を参考にした．

[1] 藤原章夫，“情報幾何学の基礎” 牧野書店，2015.

[2] 藤岡敦，“入門情報幾何” 共立出版，2021．

[3] 甘利俊一，“情報幾何学の新展開” サイエンス社，2014.

であるが，アフィン座標系なので Γk
ji は恒等的にゼロであり，∇X

∂

∂xi
= 0 である．∇∗

X

∂

∂yi
= 0 についても全く同様な議論が成り立つ．
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第5章 フィシャー計量とアルファ接続：有限離散確
率分布の空間の幾何学を用いた導出

Original:2023-7-03
(0, 3)型テンソルに対する不変性の節より後の節の追加：2023-8-12

有限な離散確率分布の空間における情報幾何学を議論する．確率分布の空間を多様体として考える場合に，計量

はある種の変換に対する不変性の要求を満たさなければならない．この “ある種の変換は”有限な離散確率分布
に対するマルコフ埋め込みとして知られている．このノートでは，マルコフ埋め込みから導かれるチャンツォフ

(Chentsov)の定理と，この定理から情報幾何にとって基本的なフィシャー計量が導かれることを示す．驚くべき
ことに，フィシャー計量やアルファ接続などの情報幾何において中心を成す概念は，ここで述べる有限離散確率

分布を仮定した議論からでしか導出出来ていないのである．

参考文献 [1],[2]とも，このマルコフ埋め込みからチャンツォフの定理までの部分はわかりにくい．（特に [2]のこの
部分の説明はわかりにくく，説明の流れ（論理）が読み取れない．）このノートは比較的ましな [1]の説明に沿っ
て，マルコフ埋め込みとチャンツォフの定理を説明し，フィシャー計量を導く．さらに，有限な離散確率分布の空

間における幾何学を議論する．

5.1 対象とする離散確率モデル

まず，基本となる離散確率モデルを定義する．n個の元からなる有限集合 Ωn を

Ωn = {1, 2, . . . , n}

として，有限集合の要素である事象（根源事象）が自然数 1から nでラベル付けされているとする．つまり，事

象系を Ωn で表す．Ωn 上の確率分布全体の集合を

Sn−1 =
{

p(ω) : Ωn → R++ |
∑

ω∈Ωn

p(ω) = 1
}

と表す．ここで，正の実数の集合を R++ = {x ∈ R |x > 0}と表す1．ここで，Sn−1 と表すのは文献 [1]の表し方
で，[2]では前節までのように Sn と表している．本ノートでは以降，[1]の表し方 Sn−1 を用いる．

上記の Sn−1 の定義は

Sn−1 =
{

(p(1), p(2), . . . , p(n)) | p(1), p(2), . . . , p(n) > 0,
n∑

i=1

p(i) = 1
}

1

{
p : Ωn → R++

}
は，「p は Ωn の元を 1 つ取って正の実数の 1 つに対応づける写像」の意味である．
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と書く方がわかりやすいかもしれない．Sn−1の各元である確率分布は，n次元の数ベクトルで表される．したがっ

て，Sn−1 の各元をベクトル (p(1), p(2), . . . , p(n))と同一視すれば，集合 Sn−1 は，Rn 内の超平面
∑n

i=1 p(i) = 1
と Rn の正の象限の共通部分に相当する開領域であるから，自然に n − 1次元多様体とみなせる．

離散確率分布 p(i) = xi, i ∈ Ωn において，各事象に対する確率の値 (x1, x2, . . . , xn)をこの確率分布のパラメータ
と考える．したがって，θ = (x1, x2, . . . , xn)として，確率分布を p(i|θ) = xi, i ∈ Ωn と書く場合もある．多様体

Sn−1 =
{

p(i|θ) = xi, i ∈ Ωn |x1, . . . , xn > 0,

n∑
i=1

xi = 1
}

において，θ = (x1, x2, . . . , xn)は，各確率分布を多様体上の点に見立てた場合の点の位置を表す（局所）座標と
なる．

5.2 マルコフ埋め込み

5.2.1 マルコフ埋め込みの定義

３つの事象にラベルを与えて事象空間をΩ3 = {1, 2, 3}で表す．3つの事象 {a, b, c}を持つ確率分布の集合 S3−1に

おいて，aと bを同一視する，つまり，aあるいは bのどちらかが起こることを事象 {z}で表せば，事象空間 {z, c}
は，2つの事象を持つ空間となる．

3つの事象 {a, b, c}を持つ確率分布の集合 S3−1 の部分集合である事象 {z, c}の集合の幾何学構造は，もともと 2
つの事象からなる確率分布の空間の幾何学構造と同じでなければならない．このことを表現するため統計的な同

等性を持つ多様体を対応づける写像であるマルコフ埋め込みを以下のように定義する．

定義： n, `を 2 ≤ n ≤ `である自然数とする．以下のように構成される写像

Φ : Sn−1 → S`−1

をマルコフ埋め込みという．ここで，統計モデルは

Sn−1 =
{

p(i) = xi (i = 1, . . . , n)) |x1, x2, . . . , xn > 0,
n∑

i=1

xi = 1
}

および，

S`−1 =
{

p(i) = yi (i = 1, . . . , `)) | y1, y2, . . . , y` > 0,
∑̀
i=1

yi = 1
}

である．

マルコフ埋め込み写像は，数ベクトル (x1, . . . , xn)（統計モデル Sn−1の元）を入力して，数ベクトル (y1, . . . , y`)
（統計モデル S`−1 の元）を出力する写像：

(y1, y2, . . . , y`) = Φ(x1, x2, . . . , xn)

である．この写像 Φは以下のように構成する．

(i) Ω` = {1, 2, . . . , `}を互いに交わらない部分集合の族 Ω` = {C1, C2, . . . , Cn}に分割する．
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例： Ω3 = 1, 2, 3について Ω3 = {{1, 2}, {3}}とする．この場合，

C1 = {1, 2}, C2 = {3}

である．

(ii) 各 j：j = 1, . . . , nに対して，Cj に台を持つ Ω` 上の確率分布を

Qj = (Q1
j , Q

2
j , . . . , Q

`
j)

とする．ここで，k ∈ Cj なら Qk
j は正の値を持ち，k ∈ {C1, . . . , Cj−1, Cj+1, . . . , Cn}なら Qk

j = 0である．

例： ` = 3，n = 2の例について，

Q1 = (Q1
1, Q

2
1, Q

3
1) = (q1, q2, 0) ただし q1 + q2 = 1, q1, q2 > 0

Q2 = (Q1
2, Q

2
2, Q

3
2) = (0, 0, 1)

である．

(iii) 　 (y1, y2, . . . , y`) = Φ(x1, x2, . . . , yn)を

(y1, y2, . . . , y`) =
n∑

j=1

xjQj =
n∑

j=1

xj(Q1
j , Q

2
j , . . . , Q

`
j)

つまり，

yk =
n∑

j=1

xjQk
j (k = 1, 2, 3)

として計算する．

例： ` = 3，n = 2の例について，計算してみると，

y1 = x1Q1
1 + x2Q1

2 = x1q1 y2 = x1Q2
1 + x2Q2

2 = x1q2 y3 = x1Q3
1 + x2Q3

2 = x2

したがって，

(y1, y2, y3) = (x1q1, x1q2, x2) = Φ(x1, x2)

である．

この ` = 3，n = 2の例では，3つの事象 Ω3 = {1, 2, 3}を，事象 1か事象 2が起こることを 1つの事象とみ
なした．その結果この「事象 1か事象 2が起こる」が起こる確率は x1q1 + x1q2 = x1となり，この確率モデ

ルは

Φ[S2−1] = S̃2−1 = {(q1x1, q2x1, x2)} = {(q1x1, q2x1, x2) : q1 + q2 = 1, x1 + x2 = 1}

と表される．これは，統計モデル (多様体)

S3−1 = {(y1, y2, y3) : y1, y2, y3 > 0, y1 + y2 + y3 = 1}

の特別な場合で，S3−1 の部分多様体である．一方，事象の数が 2個の確率モデルは

S2−1 = {(x1, x2) : x1, x2 > 0, x1 + x2 = 1}

であり，S̃2−1 と S2−1 は同じ統計学的な構造を有してなければならない．したがって，多様体 S3−1 の幾何

学的構造と多様体 S2−1の幾何学的構造は全く異なるが，多様体 S3−1をこの部分多様体 S̃2−1 = Φ(S2−1)に
制限すれば，S̃2−1 の幾何学的構造は，S2−1 の幾何学的構造に等しくならなければならない．
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Φ

図 5.1: 埋め込まれた部分多様体.

5.2.2 有限・離散確率分布の場合における十分統計量

マルコフ埋め込みと密接に関連した十分統計量を有限・離散な確率分布の場合で定義する．

自然数の部分集合を Ω`，Ωn（` ≥ n）として，写像 F を

F : Ω` → Ωn Ω` 3 i 7→ F (i) = j ∈ Ωn (5.1)

と定義する．F は全射とする．このとき，

q(j|θ) =
∑

i=F−1(j)

p(i|θ) (i ∈ Ω￥えｌｌ, j ∈ Ωn) (5.2)

とおけば，q(j|θ)も確率分布である．（なぜなら，q(j|θ) > 0と
∑

j∈Ωn
q(j|θ) = 1が成り立つからである．）

ここで，

r(i) =
p(i|θ)

q(F (i)|θ)
(i ∈ Ωm)

を計算したとき，r(i)が θに依存しなければ，F (i)を S に対する十分統計量と呼ぶ．

r(i)が θに依存しないことは，確率分布 p(i)と q(j)の θ依存性が等しい，つまり，多様体 {p(i)}と多様体 {q(j)}
の幾何構造が等しいことを意味する．

` = 3, n = 2の例における具体的な計算例を次の節で示す．

5.2.3 十分統計量の議論との関係

マルコフ埋め込み Φ : S2−1 → S3−1は，S2−1を S3−1に埋め込み，S3−1の部分多様体 Φ[S2−1] = S̃2−1を作り出

す写像である．

S3−1の部分多様体 S̃2−1と，S2−1は統計学的には同等であり，多様体として同じ幾何学的構造を持っている．こ

のことは，統計学では「S̃2−1 は十分統計量を持つ」と表す．
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それでは，これら S3−1，S̃2−1，S2−1 は，十分統計量の議論のどこに対応するのであろうか？

われわれが観測するのは S3−1 からのサンプル y1, y2, y3 であるが，確率データ y1, y2, y3 が S3−1 の全体からでは

なく，部分多様体 S̃2−1 からのサンプルであったとするシナリオを考える．

(p(1), p(2), p(3)) = (y1, y2, y3) = (q1x1, q2x1, x2)

が観測されたとする．ここで，写像 F : Ω3 → Ω2 を

F (1) = 1

F (2) = 1

F (3) = 2

として，この F を用いれば，式 (5.2)の確率分布 q(j) : j ∈ Ω2 を

q(1) =
∑

i∈F−1(1)

p(i) = q1x1 + q2x1 = x1

q(2) =
∑

i∈F−1(2)

p(i) = x2

として計算できる．したがって，F が十分統計量であるかどうかの評価のため，γ(i)を計算してみると，

γ(1) =
p(1)

q(F (1))
=

q1x1

x1
= q1 γ(2) =

p(2)
q(F (2))

=
q2x1

x1
= q2 γ(3) = 1

であり，γ(i)はパラメータ {(x1, x2)}には依存せず，F (i)は十分統計量である．

ここで，F を確率分布に作用する写像とみなして，

F [Φ[S2−1]] = F [S̃2−1] = F [{(p(1), p(2), p(3))}] = {(q(1), q(2))} = {(x1, x2)}

であるので，結局，

F [Φ[S2−1]] = S2−1

である．つまり，十分統計量 F を見つけることは，S̃2 からの確率データをもとにして，高次元多様体 S3−1 に埋

め込まれている低次元多様体 S2−1 を見つけることに等しい．十分統計量 F は埋め込み写像の逆像になっている．

すなわち，

F ◦ Φ = I (=恒等写像) (5.3)

である．反対に言えば，Φがマルコフ埋め込みであれば，式 (5.3)を満たす F は必ず存在する，つまり，F は必

ず十分統計量である．

5.3 マルコフ埋め込みの例

第 5.4節でチャンツォフの定理の証明に用いる 3種類のマルコフ埋め込みの例を説明する．
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5.3.1 マルコフ埋め込み：Rn
++ → R`

++

先に述べたように，離散統計モデルは

Sn−1 =
{

(x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn > 0,

n∑
i=1

xi = 1
}

と定義されるが，写像の微分の計算においては，
∑n

i=1 xi = 1の制限を外したモデル，{
(x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn > 0

}
に対するマルコフ埋め込みを考える．上記は Rn

++ に等しいので，

Rn
++ =

{
(x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn > 0

}
と表す．マルコフ埋め込み

Φ : Sn−1 → S`−1 (n ≤ `)

を

Φ : Rn
++ → R`

++ (n ≤ `)

と拡張して考える．

5.3.2 例 1：並べ替え

写像と十分統計量

以下のマルコフ埋め込みを考える．

Φ : Ωn → Ωn

で全単射とする．つまり，Ωn = {1, 2, . . . , n}に対して，Φはこれらを並べ替えたどれかに移す．すなわち，番号
を並べ替えた確率分布をつくる．

確率変数の番号には意味が無いので，並べ替えても確率分布は変化しない．これを示すために十分統計量の確率

分布を求めてみる．

この例の場合，n = `であるので，

Sn−1 =
{

(x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn > 0,
n∑

i=1

xi = 1
}

および，

Φ(Sn−1) =
{

(y1, y2, . . . , yn) | y1, y2, . . . , yn > 0,
∑̀
i=1

yi = 1
}

であり，

(y1, y2, . . . , yn) = Φ(x1, x2, . . . , xn)
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であるが，y1, y2, . . . , ynはx1, x2, . . . , xnを並べ変えた結果である．1, 2, . . . , nの並べ替え結果を ζ(1), ζ(2), . . . , ζ(n)
と表すと2，

(xζ(1), xζ(2), . . . , xζ(n)) = Φ(x1, x2, . . . , xn)

である．

ここで，

Φ(Sn−1) = {(p̃(1), p̃(2), . . . , p̃(n)) | p̃(i) = xζ(i)}

と書くことにする．さらに，写像 F により，統計モデル Φ(Sn−1)が F [Φ(Sn−1)]に変換されるとすれば，

F [Φ(Sn−1)] = {q(1), . . . , q(n) | (q(1), . . . , q(n)) = F (p̃(1), . . . , p̃(n))}

である．ここで，F として Φ−1 を用いれば，

(q(1), . . . , q(n)) = F (p̃(1), . . . , p̃(n)) = Φ−1(p̃(1), . . . , p̃(n)) = Φ−1(xζ(1), xζ(2), . . . , xζ(n))

= (xζ−1(ζ(1)), xζ−1(ζ(2)), . . . , xζ−1(ζ(n))) = (x1, x2, . . . , xn) (5.4)

である．ここで，ζ−1(i)は，iに対する並べ替え ζ(i)の逆写像を意味する．並べ替えで添え字が i → ζ(i)と変わ
り，逆の並べ替えで ζ−1(ζ(i)) = iとなる．したがって，十分統計量の評価関数は，

p̃(i)
q(F (i))

=
p̃(i)

p(F−1(F (i)))
=

p̃(i)
p(Φ(Φ−1(i)))

=
p̃(i)
p(i)

=
xζ(i)

xi

と表され，上記評価関数はパラメータ xiに依存してしまい p̃(i)は十分統計量ではなが，x1 = x2 = · · · = xnの場

合のみ上記評価関数がパラメータに依存せず十分統計量となる．

写像の微分の計算

マルコフ埋め込み

(y1, y2, . . . , y`) = Φ(x1, x2, . . . , xn)

に対して，写像の微分 dΦはヤコビ行列

[dΦ]ij =
∂yi

∂xj

を計算するのであるが，やっかいなのは，Φが確率モデル間の写像

Φ : Sn → S`

であるとすれば，制約条件
∑`

i=1 yi = 1を考慮してヤコビ行列を計算しなければならないことである．そこで．本
節においては，ひとまず，マルコフ埋め込みが

Φ : Rn
++ → R`

++

と，拡張されているとしてヤコビ行列を計算する．（確率モデルとしての制約は，後ほどチェンツォフの定理の証

明において議論する．）

2左から 1 番目に来る番号を ζ(1) として，2 番目に来る番号を ζ(2) として，．．．とする．{1, 2, 3} → {2, 3, 1} であれば，ζ(1) = 2，
ζ(2) = 3，ζ(3) = 1 である．ちなみに，逆写像は ζ−1(2) = 1，ζ−1(3) = 2，ζ−1(1) = 3 である．
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すると，並べ替えに対する埋め込み写像 Φは，

Φ(x1, x2, . . . , xn) = (xζ(1), xζ(2), . . . , xζ(n)) = (y1, . . . , yn)

で表されるので，写像の微分 dΦを表すヤコビ行列は

dΦ =



∂xζ(1)

∂x1

∂xζ(2)

∂x1
· · · ∂xζ(n)

∂x1

∂xζ(1)

∂x2

∂xζ(2)

∂x2
· · · ∂xζ(n)

∂x2

...
...

. . .
...

∂xζ(1)

∂xn

∂xζ(2)

∂xn
· · · ∂xζ(n)

∂xn


(5.5)

である．

簡単な例で考えてみると，Ω = {1, 2, 3}として，

Φ : {1, 2, 3} → {2, 3, 1}

の例で考える．

Φ : Ω3 → Ω3 : Φ(x1, x2, x3) = (x2, x3, x1)

であるので，この写像 Φの微分 dΦはヤコビ行列

dΦ =



∂x2

∂x1

∂x3

∂x1

∂x1

∂x1

∂x2

∂x2

∂x3

∂x2

∂x1

∂x2

∂x2

∂x3

∂x3

∂x3

∂x1

∂x3

 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 (5.6)

である．このヤコビ行列のランクは，dΦが全単射なので 3になる．全く同じ考え方で，式 (5.5)のヤコビ行列は
ランク nとなる．したがって，dΦは全単射であり，Φは埋め込みである．

`番目要素のみ 1で他の要素はゼロである 1 × 3の行ベクトルを ẽ` として用いると，式 (5.6)に示す写像の微分
dΦは，

dΦ =

 ẽζ−1(1)

ẽζ−1(2)

ẽζ−1(3)


と表すことができる．（逆写像が ζ−1(2) = 1，ζ−1(3) = 2，ζ−1(1) = 3であるので，簡単に確認できる．）一般の場
合，Sn−1における写像の微分 dΦは，ẽ`を `番目要素のみ 1で他の要素はゼロである 1 × nの行ベクトルを表す

として，

dΦ =


ẽζ−1(1)

...
ẽζ−1(n)

 (5.7)

と表すことができる．
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5.3.3 例 2：補間による事象空間の拡大

写像と十分統計量

Sn−1 =
{

p(i) = xi | p(i) (i = 1, . . . , n) > 0,

n∑
i=1

p(i) = 1
}

に対し，ある自然数mとして，事象空間をm倍に拡大する

Φ(x1, . . . , xn) =
(x1

m
, . . . ,

x1

m︸ ︷︷ ︸
m個

,
x2

m
, . . . ,

x2

m︸ ︷︷ ︸
m個

, . . . ,
xn

m
, . . . ,

xn

m︸ ︷︷ ︸
m個

)
= (y1, y2, . . . , ymn)

という，マルコフ埋め込みを考える．すなわち，埋め込まれた部分多様体は

Φ(Sn−1) =
{

p̃(i) = yi | p̃(i) (i = 1, . . . , nm) > 0,

nm∑
i=1

p̃(i) = 1
}

と表すことができる．

ここで，写像 F : Ωnm → Ωn を

F (i) = j ただし，i ∈ [(j − 1)m + 1, (j − 1)m + 2, . . . , jm]，また j = 1, . . . , nである．

つまり，

F (1) = 1, · · · , F (m) = 1

F (m + 1) = 2, · · · , F (2m) = 2

F (2m + 1) = 3, · · · , F (3m) = 3

...
...

F ((n − 1)m + 1) = n, · · · , F (nm) = n

と定義する．F は全射である．すると，j = 1, 2, . . . , nに対して，式 (5.2)に示す q(j)は，

q(j) =
∑

i∈F−1(j)

p̃(i) =
jm∑

i=(j−1)m+1

p̃(i) = xj

として求まる．この確率分布を元に持つ統計モデル F [Φ(Sn−1)]は，

F [Φ(Sn−1)] =
{

q(1), . . . , q(n) | q(j) =
jm∑

i=(j−1)m+1

p̃(i) = xj
}

となる．すなわち，

F [Φ(Sn−1)] = Sn−1

であり，十分統計量の評価関数は，i ∈ [(j − 1)m + 1, jm]であれば，p̃(i) = xj/mでありるので

r(i) =
p̃(i)

q(F (i))
=

p̃(i)
q(j)

=
xj/m

xj
=

1
m

を得る．したがって，F (·)は十分統計量である．
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写像の微分

この例におけるマルコフ埋め込み写像は

Φ(x1, . . . , xn) =
(x1

m
, . . . ,

x1

m︸ ︷︷ ︸
m個

,
x2

m
, . . . ,

x2

m︸ ︷︷ ︸
m個

, . . . ,
xn

m
, . . . ,

xn

m︸ ︷︷ ︸
m個

)
= (y1, y2, . . . , ymn)

である．マルコフ埋め込み Φが
Φ : Rn

++ → R`
++ (n ≤ `)

と定義されているとする．すると，この写像の微分（すなわちヤコビ行列）は，n × (nm)の行列で

dΦ =



∂y1

∂x1

∂y2

∂x1
· · · ∂ynm

∂x1

∂y1

∂x2

∂y2

∂x2
· · · ∂ynm

∂x2

...
...

. . .
...

∂y1

∂xn

∂y2

∂xn
· · · ∂ynm

∂xn


(5.8)

となる．ここで，要素が全て 1である 1 × mの行ベクトルを

1m = ( 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m個

)

と表し，要素が全て 0である 1 × mの行ベクトルを

0m = ( 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m個

)

と表せば，

dΦ =


1
m1m 0m · · · 0m

0m
1
m1m · · · 0m

...
...

. . .
...

0m 0m · · · 1
m1m

 (5.9)

と表すことができる．dΦは n× (nm)の行列であり，各行は線形独立であるので，dΦのランクは nである．した

がって，dΦは単射であり，Φははめ込みである．

dΦの表し方として，式 (5.9)以外を考える．1 × (nm)である行ベクトルで，`番目の要素のみが 1で他の要素は
すべてゼロであるものを

ẽ` = (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
`番目

, 0, . . . , 0)

と書くことにする．一方，式 (5.9)の第 k行を行ベクトルとして書くと，

式 (5.9)の第 k行 =
1
m

(0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k(m−1)+1∼km番目

, 0, . . . , 0)



5.3. マルコフ埋め込みの例 111

となる．すなわち，この第 k行は，第 k(m− 1) + 1番目から第 km番目までの要素が 1で他の要素が全てゼロで
ある行ベクトルである．この第 k行は，ẽ` を用いて表すと，

式 (5.9)の第 k行 =
1
m

km∑
`=(k−1)m+1

ẽ`

とあらわされるので，結局，dΦは

dΦ =


1
m

∑m
`=1 ẽ`

1
m

∑2m
`=m+1 ẽ`

...
1
m

∑nm
`=(k−1)m+1 ẽ`

 (5.10)

と表すことができる．この表現はチャンツォフ定理の証明で用いる．

5.3.4 例 3：補間による事象空間の拡大 (II)

写像と十分統計量

前節のマルコフ埋め込み写像を少し一般化したもの．

Ωn = {1, 2, . . . , n}

に対して，`個の要素を持った Ω` を考える．ここで，

` = m1 + m2 + · · · + mn

として，Ω` を

Ω` = {0, 1, 2, . . . ,m1, m1 + 1, . . . , (m1 + m2), (m1 + m2) + 1, . . . ,
n−1∑
j=1

mj ,
n−1∑
j=1

mj + 1, . . . , `}

とする．ここで，

Φ(x1, . . . , xn) =
( x1

m1
, . . . ,

x1

m1︸ ︷︷ ︸
m1個

,
x2

m2
, . . . ,

x2

m2︸ ︷︷ ︸
m2個

, . . . ,
xn

mn
, . . . ,

xn

mn︸ ︷︷ ︸
mn個

)
= (y1, y2, . . . , y`)

という，マルコフ埋め込みを考える．

すなわち，埋め込まれた部分多様体は，上式の yi を用いて

Φ(Sn−1) =
{

p̃(i) = yi | p̃(i) (i = 1, . . . , `) > 0,
∑̀
i=1

p̃(i) = 1
}
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である．ここで，写像 F : Ω` → Ωn を

F (0) = 0

F (1) = 1, · · · , F (m1) = 1

F (m1 + 1) = 2, · · · , F (m1 + m2) = 2

F (m1 + m2 + 1) = 3, · · · , F (m1 + m2 + m3) = 3

...
...

F (
n−1∑
j=1

mj + 1) = n, · · · , F (`) = n

と定義する．F は全射である．すると，j = 1, 2, . . . , nに対して，

q(j) =
∑

i∈F−1(j)

p̃(i) =

∑j

j=1
mj∑

i=
∑j−1

j=1
mj+1

xj

mj
= mj

xj

mj
= xj

である．q(j)が確率分布であることは（簡単に）示すことができる．この確率分布を元に持つ統計モデル（多様
体）を F [Φ(Sn−1)]と書くことにすれば，

F [Φ(Sn−1)] =
{

q(1), . . . , q(n) | q(j) =

∑j

j=1
mj∑

i=
∑j−1

j=1
mj+1

p̃(i) = xj
}

となる．すなわち，

F [Φ(Sn−1)] = Sn−1

であり，十分統計量の評価関数は i ∈ [
∑j−1

j=1 mj + 1,
∑j

j=1 mj ]の場合，

r(i) =
p̃(i)

q(F (i))
=

p̃(i)
q(j)

=
xj/mj

xj
=

1
mj

となるので，F (·)は十分統計量である．

写像の微分

マルコフ埋め込み Φが
Φ : Rn

++ → R`
++ (n ≤ `)

と定義されているとすれば，この写像の微分（ヤコビ行列）は，n × `の行列で

dΦ =



∂y1

∂x1

∂y2

∂x1
· · · ∂y`

∂x1

∂y1

∂x2

∂y2

∂x2
· · · ∂y`

∂x2

...
...

. . .
...

∂y1

∂xn

∂y2

∂xn
· · · ∂y`

∂xn


=


1

m1
1m1 0m2 · · · 0mn

0m1
1

m2
1m2 · · · 0mn

...
...

. . .
...

0m1 0m2 · · · 1
mn

1mn

 (5.11)
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と表すことができる．dΦは n× `の行列（n < `）であり，各行は線形独立であるので，dΦのランクは nである．

したがって，dΦは単射であり，Φははめ込みである．

行ベクトル ẽ` を用いて表すと

dΦ =


1

m1

∑m1
`=1 ẽ`

1
m2

∑m1+m2
`=m1+1 ẽ`

...
1

mn

∑m1+···+mn

`=(m1+···+mn−1+1) ẽ`

 (5.12)

と表すことができる．この表現はチャンツォフ定理の証明で用いる．

5.3.5 引き戻しと誘導計量

N

M

gM(J(v),J(w))

R

Φ

Φ g
M

p

Φ(p)

v

w

J(v)

J(w)

図 5.2: 誘導計量の概念.

M，N を多様体とする．M には計量 gM が与えられているとして，Φ : N → M をはめ込み（埋め込み）とする．

ここで，N ≤ M である．Φを用いてN に計量を与えることができる．すなわち，p ∈ N，v,w ∈ TpN に対して，

Φと gM を用いて，以下のように N に計量を定義することができる．この計量を (Φ∗gM )と書くと，

(Φ∗gM )p(v, w) = (gM )Φ(p)((dΦ)p(v), (dΦ)p(w)) = (gM )Φ(p)(Jp(Φ)(v), Jp(Φ)(w))

である．ここで，(dΦ)pは，写像 Φの微分で，Jp(Φ)は Φの微分に対応したヤコビ行列である．(Φ∗gM )pを Φに
よる誘導計量，あるいは，Φによる gM の引き戻しと呼ぶ．(図 5.2参照．)

5.3.6 マルコフ埋め込み：まとめ

有限離散な確率分布を前提とする．

• N 次元とM 次元（N ≤ M）統計モデルを

SN = {p(i) = xi |x = (x1, . . . , xN ) ∈ ΘN , i ∈ ΩN} SM = {p(i) = yi |y = (y1, . . . , yM ) ∈ ΘM i ∈ ΩM}



114 第 5章 フィシャー計量とアルファ接続：有限離散確率分布の空間の幾何学を用いた導出

と定める．ここで，xを N 次元パラメータ，ΘN を N 次元パラメータ xの空間，yはM 次元パラメータ，

ΘM はM 次元パラメータ yの空間である3．

• つまり，SN と SM は，それぞれ，事象空間 ΩN = {1, 2, . . . , N}と ΩM = {1, 2, . . . ,M}上の統計モデルで
あるとする．

• SN と ΘN，SM と ΘM は，対応する元を考えることにより同一視できる．（ΘN における点 xは，SN にお

ける xをパラメータに持つ確率分布 p(i|x)が表す点と同一視できるという意味である．）

• 写像 Φ : RN → RM，つまり，N 次元数ベクトルに作用し，M 次元数ベクトルを出力する写像：

(y1, y2, . . . , yM ) = Φ(x1, x2, . . . , xN )

を用いれば，Φ : ΘN 3 x 7→ Φ(x) ∈ ΘM であり，

Φ(ΘN ) = {Φ(x) |x ∈ ΘN}

と書けば

Φ(ΘN ) ⊂ ΘM

となる．（図 5.3(a)を参照のこと．）つまり，Φ(ΘN )は ΘM の部分空間を成している．

• ここで，x ∈ ΘN と Φ(x) ∈ ΘM を，SN と SM の元 p(i|x)と p(i|Φ(x))に対応させることにより，Φは SN

から SM への写像と考えることもできる．ここで，Φ(ΘN )に対応したΩM 上のN 次元統計モデルΦ(SN )を

Φ(SN ) = {p(i|Φ(x))|i ∈ ΩM , Φ(x) ∈ ΘM}

と定める．図 5.3(b)に示すように，Φ(ΘN ) ⊂ ΘM に対応してΦ(SN ) ⊂ SM である．このΦ(SN )が，写像Φ
によって SM に埋め込まれた部分多様体である．（後で証明するが，Φがマルコフ埋め込み写像なら，Φ(SN )
の幾何学的構造は，SN の幾何学的構造に等しい．）

• 「Φ(SN )の幾何学的構造は，SN の幾何学的構造に等しい」と言うことは，統計学的には「Φ(SN )は十分統
計量を持つ」事と等価である．

これについて説明するため，Φ(SN )に関する十分統計量を求める．SN と SM に対応する事象空間 ΩN と ΩM の

間に全射

F : ΩM → ΩN | ΩM 3 i 7→ j = F (i) ∈ ΩN

を定める．（F は Φとは反対向きの写像である．M ≥ N に注意．図 5.3(c)を参照のこと．）すると，

q(j|Φ(x)) =
∑

i∈F−1(j)

p(i|Φ(x)) (j ∈ ΩN , i ∈ ΩM )

は ΩN 上の確率分布である．この q(j|Φ(x))は，ΩN 上の統計モデルを形成し，

F (Φ(SN )) = {q(j|Φ(x))|j ∈ ΩN , θ ∈ ΘN}
3前節までの書き方では，

SN−1 = {p(i) = xi |x = (x1, . . . , xN ) ∈ ΘN , x1, . . . , xN ≥ 0,

N∑
i=1

xi = 1}

と表していたものであるが，簡単さのためこのようにした．
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と書くことにすれば，Φがマルコフ埋め込みで F がその逆像となっていれば，q(j|Φ(x))からなる統計モデル（多
様体）は，ΩM に “埋め込まれていた” N 次元統計モデル Φ(SN )を，写像 F で ΩN 上に戻したものである．つま

り，F ◦ Φ = I が成り立ち

F (Φ(SN )) = SN

となる．

ここで，

r(i) =
p(i|Φ(x))

q(F (i)|Φ(x))
(x ∈ ΘN , i ∈ ΩM ) (5.13)

として計算した r(i)が xに依存しない時，F は十分統計量であると言われる．F が十分統計量であるとき，写像

Φをマルコフうめ込みという．

式 (5.13) の分子と分母に関して，Φ(SN ) = {p(i|Φ(x))}（SM 内の部分多様体）であり，{q(F (i)|Φ(x))} =
F (Φ(SN )) = SN であるので，r(i) がパラメータに依存しない（F が十分統計量である）ことは，Φ(SN )（SM

内の部分多様体）の座標 xへの依存の仕方（多様体としての幾何構造）と，SN の座標 xへの依存の仕方（多様

体としての幾何構造）が同じ，つまり，

SN = Φ(SN )

が成り立つ事を意味する．（図 5.3(d)を参照．）

もう 1度議論をまとめると，以下のようになる．

(A) まず，

SN = {p(j) = xj |x ∈ ΘN , j ∈ ΩN}

と SN を定義する．

(B) 第 5.2.1節に述べたようにマルコフ埋め込み Φを定義する．

(C) Φ(SN ) = {p(i|Φ(x))|i ∈ ΩM , x ∈ ΘN}を計算すれば，これは，SN と同じ多様体としての幾何構造（座標 x

への依存の仕方）を持っている．このことは次のように示される．

(D) Φがマルコフ埋め込みであれば，必ず逆像 F が存在し，ΩN 上の確率分布

q(j|Φ(x)) =
∑

i∈F−1(j)

p(i|Φ(x)) (j ∈ ΩN , i ∈ ΩM )

を求めることができる．この q(j|Φ(x))は，ΩN 上の統計モデル

F (Φ(SN )) = {q(j|Φ(x))|j ∈ ΩN , θ ∈ ΘN}

を構成し，F ◦ Φ = I（I は恒等写像を意味する）であるので

SN = F (Φ(SN ))

が成り立つ．つまり，F (Φ(SN ))と SN は統計モデルとして等しく，幾何構造は同じである．

(E) ここで，F ◦ Φ = I が成り立つ F について，F (·)が十分統計量であると言う．したがって，Φがマルコフ埋
め込みであれば，必ず F ◦ Φ = I が成り立つ F が存在するので，F (·)という十分統計量が存在する．

(F) したがって，したがって，Φがマルコフ埋め込みであれば，必ず Φ(SN ) = SN が言える．すなわち，SN と，

これを SM に埋め込んだ部分多様体 Φ(SN )の幾何構造は等しい．
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SN の幾何構造は SN の計量 gN によって表現される．一方，SM に，写像 Φによって埋め込まれた部分多様体
Φ(SN )の幾何構造は SM の計量 gM を写像 Φで引き戻したもので表される． これを (Φ∗gM )と書くことにすれ
ば，Φがマルコフ埋め込みであれば，任意の p ∈ SN について

(Φ∗gM )p = (gN )p

が成り立つ．ここで，v, w ∈ TpN に対して，

(Φ∗gM )p(v, w) = (gM )Φ(p)(dΦp(v), dΦp(w))

であるので，

(gN )p(v, w) = (gM )Φ(p)(dΦp(v), dΦp(w)) (5.14)

が成り立つ．次節（第 5.4節）においては，式 (5.14)を用いてチェンツォフ (Chentsov)の定理を証明する．

余談

文献 [2]では，「十分統計量となる F (·)が存在することが，Φがマルコフ埋め込みであることの定義である」とし
ている．しかし，ここで十分統計量を持ち出すことで，全体の議論を分かりにくくしてしまっているように思う．

[1]では十分統計量についての言及はほとんどなく，十分統計量を使わずマルコフ埋め込みを明示的に定義してい
る．[1]の説明の仕方を拡張して，「マルコフ埋め込みであれば，その帰結として十分統計量となる F (·)が存在す
る」と議論する方が分かりやすい．

基本的には，「Φ(SN )に対する十分統計量である F (i)が存在すること」と，「写像 Φがマルコフ埋め込みであるこ
と」は等価である．したがって，第 5.3節で，[2]に従って，3例のマルコフ埋め込みについて，それぞれが十分統
計量を持つことをわざわざ証明しているが，これは単なる確認であり，議論の進行に必須の事ではない．（マルコ

フ埋め込みなら必ず十分統計量を持つからである．）

十分統計量とは何か： 我々が観測するのは，確率データ y1, . . . , ymであり，それを生成している確率モデルは通

常未知である．この確率データに対して，十分統計量が見出せることは，このデータが，低次元の統計モデルか

ら，マルコフ埋め込み写像によって埋め込まれた（見かけ上の）高次元の統計モデルから生成されていることを

意味している．そのときの十分統計量の写像 F (·)はマルコフ埋め込み写像の逆像になっている．十分統計量が見
出されれば，（つまり，マルコフ埋め込み写像の逆像を見出すことができれば）未知パラメータの推定を，より低

次元のデータ空間 x1, . . . , xn（n ≤ m）から行うことができる．

5.4 チェンツォフ (Chentsov)の定理

5.4.1 (0, 2)型テンソルに対するチェンツォフの定理

統計モデル Sn−1上に計量（(0, 2)型テンソル場）g[n]が，S`−1上に計量（(0, 2)型テンソル場）g[`]が，与えられ

ているとする4．任意のマルコフ埋め込み Φ : Sn−1 → S`−1 に対して，

(Φ∗g[`])p = g[n]
p (5.15)

4この節では，S`−1 上の計量を g[`]，Sn−1 上の計量を g[n] と表す．
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図 5.3: 多様体・パラメータ空間の間の写像とその向き

となるのは，i, j = 1, . . . , n，p = (x1, . . . , xn) ∈ Sn−1 に対して

g
[n]
ij (p) = g[n]

p (ei, ej) = C

(
δij

xi
+

1
1 −

∑n
k=1 xk

)
(5.16)

のときに限る．C はある実数（定数）である．

証明は，第 5.3節で説明した例 1から例 3に表されるマルコフ埋め込み Φに対して，式 (5.15)が成り立つなら，
g[n]は式 (5.16)のように表される事を示す．つまり，必要条件を用いて，例１–例 3の計量に対する制約条件を導

出していく．

ここでは，文献 [1]の説明に沿った説明を行う．

式 (5.15)は，マルコフ埋め込みによって S`−1に埋め込まれた部分多様体の幾何構造が，もとの Sn−1の幾何構造

に等しいことを表現したものである．以下で用いるために少し書き換えておく．まず，v, w ∈ TpSn−1 として，

(Φ∗g[`])p(v, w) = g
[`]
Φ(p)(dΦ(v), dΦ(w)) = g

[`]
Φ(p)(Jp(Φ)(v), Jp(Φ)(w))
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であるので，S`−1 に埋め込まれた部分多様体の幾何構造が，もとの Sn−1 の幾何構造に等しいことの表現は，式

(5.14)を本節の表記に合わせて，
g[n]

p (v, w) = g
[`]
Φ(p)(J(Φ)(v), J(Φ)(w)) (5.17)

を得る．J(Φ)は写像の微分 dΦを表すヤコビ行列である．

まず，以下の第 1段階から第 3段階までの議論では，マルコフ埋め込み Φが，あたかも，

Φ : Rn
++ → R`

++ (n ≤ `)

と定義されているとして議論を進める．議論の結果をを統計多様体 Sn−1 へ制限するのは第 5.4.5節で行う．

5.4.2 第 1段階：例 1における事象の並べ替えΦ : Sn−1 → Sn−1に対する不変性

まず，座標を Sn−1 の重心 p = (1/n. . . . , 1/n) ∈ Ωn にとる．Φの微分 dΦのヤコビ行列は

J(Φ) =


eζ(1)

eζ(2)

...
eζ(n)


であるので，誘導計量により ei, ej ∈ TP N(Θn)の内積を計算する．

(Φ∗g[n])p(ei, ej) = g
[n]
Φ(p) (eiJ(Φ), ejJ(Φ))

である．ここで，

eiJ(Φ) = eζ(i) ejJ(Φ) = eζ(j)

である．また，p = (1/n, . . . , 1/n)を仮定しているので，

Φ(p) = (1/n, . . . , 1/n) = p

である．したがって，

(Φ∗g[n])p(ei, ej) = g[n]
p

(
eζ(i), eζ(j)

)
を得る．今，Φは Θn → Θn の写像であるので，誘導計量は Sn−1 の計量

g[n]
p (ei, ej)

に等しい．つまり，式 (5.17)に対応して，

g[n]
p (ei, ej) = g[n]

p

(
eζ(i), eζ(j)

)
(5.18)

が成り立たなければならない．したがって，計量 g
[n]
p は i, j に依存しないことがわかる．（これは全事象が等確率

となる重心点 p = (1/n, . . . , 1/n)において，全事象が等確率で起こるなら事象の番号づけは意味がないという事実
に対応する．）

したがって，この計量を，対角成分と非対角成分に分けて，

g[n]
p (ei, ej) = δijA

[n] + B[n]



5.4. チェンツォフ (Chentsov)の定理 119

とおく．つまり g
[n]
p (ei, ej)の対角成分を A[n]，非対角成分を B[n] とおいた．

ここで，Sn−1 上での制約

x1 + x2 + · · · + xn = 1 (5.19)

を用いる5．Sn−1 上の接ベクトルの成分表示

X = Xi ∂

∂xi

を式 (5.19)の両辺に作用させると，

X

(
n∑

k=1

xk

)
= (Xi ∂

∂xi
)

(
n∑

k=1

xk

)
=

n∑
k=1

Xi ∂

∂xi
xk =

n∑
k=1

(Xiδk
i ) =

n∑
k=1

Xk = 0

を得る．したがって，任意のX,Y ∈ TpSn−1 に対して，

g[n]
p (X, Y ) = XiY jg[n]

p (ei, ej) = XiY j(δijA
[n] + B[n]) = A[n]

n∑
i=1

XiY i + B[n](
n∑

i=1

Xi)(
n∑

j=1

Y j) = A[n]
n∑

i=1

XiY i

である．すなわち，g
[n]
p (ei, ej)は B[n] に依存しない．したがって，一般性を失うことなく B[n] = 0とおいて，

g[n]
p (ei, ej) = δijA

[n] (5.20)

を得る．

5.4.3 第 2段階：例 2で用いたマルコフ埋め込みΦ : Sn−1 → Snm−1に対する不変性

例 2では，やはり，p = ( 1
n , . . . , 1

n ) ∈ Ωn を仮定する．したがって，

Φ(p) = Φ(x1, . . . , xn) =
(x1

m
, . . . ,

x1

m︸ ︷︷ ︸
m個

,
x2

m
, . . . ,

x2

m︸ ︷︷ ︸
m個

, . . . ,
xn

m
, . . . ,

xn

m︸ ︷︷ ︸
m個

)
=

( 1
nm

, . . . ,
1

nm︸ ︷︷ ︸
nm個

)

である．Φの微分 dΦのヤコビ行列表現として，式 (5.10)：

dΦ = J(Φ) =


1
m

∑m
`=1 ẽ`

1
m

∑2m
`=m+1 ẽ`

...
1
m

∑nm
`=(k−1)m+1 ẽ`


を用いて，誘導計量により ei, ej ∈ TP Sn−1 の内積を計算する．式 (5.17)に対応して，

(Φ∗g[nm])p(ei, ej) = (g[nm])Φ(p)(eiJ(Φ), ejJ(Φ))

であり，式 (5.10)から，

eiJ(Φ) = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i番目

, 0, . . . , 0)


1
m

∑m
`=1 ẽ`

1
m

∑2m
`=m+1 ẽ`

...
1
m

∑nm
`=(k−1)m+1 ẽ`

 =
1
m

im∑
`=(i−1)m+1

ẽ`

5苦肉の策で，第 5.4.5 節で行うはずの Sn−1 への制限を部分的にここで行ってしまっている．
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である．また，全く同じ理由で

ejJ(Φ) =
1
m

jm∑
`=(j−1)m+1

ẽ`

である．したがって，

(Φ∗g[nm])p(ei, ej) = g
[nm]
Φ(p)

 1
m

im∑
`=(i−1)m+1

ẽ`,　
1
m

jm∑
`′=(j−1)m+1

ẽ`′

 (5.21)

となる．

第 1段階の議論より g
[nm]
Φ(p) (ẽ`, ẽ`′) = A[nm]δ``′ とおけば，（Φ(p) = (1/(nm), . . . , 1/(nm))は全事象が等確率で起こ

る重心点なのでこの式が成立する．）式 (5.21)において，i = j として，

(Φ∗g[nm])p(ei, ei) = g
[nm]
Φ(p)

 1
m

im∑
`=(i−1)m+1

ẽ`,　
1
m

im∑
`′=(i−1)m+1

ẽ`′


= (

1
m

)2
im∑

`=(i−1)m+1

im∑
`′=(i−1)m+1

g
[nm]
Φ(p) (ẽ`, ẽ`′)

= (
1
m

)2
im∑

`=(i−1)m+1

im∑
`′=(i−1)m+1

A[nm]δ``′ = (
1
m

)2mA[nm] =
A[nm]

m

となる．ところで，

g[n]
p (ei, ei) = A[n]

であるので，不変性の要請：

(Φ∗g[nm])p(ei, ej) = g[n]
p (ei, ej)

を考慮すれば，
A[nm]

m
= A[n] → A[nm]

nm
=

A[n]

n

が言える．つまり，A[n]

n は nには依存しないので，ある定数 C を用いて

A[n]

n
= C → A[n] = Cn

と表すことができる．

5.4.4 第 3段階：例 3で用いたマルコフ埋め込みΦ : Sn−1 → S`に対する不変性

Sn−1 上の任意の有理点（有理数を座標に持つ点）を共通の分母を持った分数として，

p = (x1, . . . , xn) = (
m1

`
,
m2

`
, . . . ,

mn

`
)

と表す．この点の埋め込まれた先は

Φ(p) = Φ(x1, . . . , xn) =
( x1

m1
, . . . ,

x1

m1︸ ︷︷ ︸
m1個

,
x2

m2
, . . . ,

x2

m2︸ ︷︷ ︸
m2個

, . . . ,
xn

mn
, . . . ,

xn

mn︸ ︷︷ ︸
mn個

)
=

(1
`
, . . . ,

1
`︸ ︷︷ ︸

`個

)
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である．すなわち，Φ(p)は S`−1 の重心点である．

行ベクトルを ẽk として，ẽk を用いて表した写像の微分のヤコビ行列による表現：式 (5.12)

dΦ =


1

m1

∑m1
k=1 ẽk

1
m2

∑m1+m2
k=m1+1 ẽk

...
1

mn

∑m1+···+mn

k=m1+···+mn−1+1 ẽk


を用いる．

ei, ej ∈ TP Sn−1 の内積を計算する．

(Φ∗g[`])p(ei, ej) = g
[`]
Φ(p)(eiJ(Φ),ejJ(Φ)) (5.22)

であり，式 (5.12)から，

eiJ(Φ) =
1

mi

m1+···+mi∑
k=m1+···+mi−1+1

ẽk

である．また，全く同様に

ejJ(Φ) =
1

mj

m1+···+mj∑
k′=m1+···+mj−1+1

ẽk′

である．したがって式 (5.22)に代入して，

g
[`]
Φ(p)(eiJ(Φ), ejJ(Φ)) = g

[`]
Φ(p)

 1
mi

m1+···+mi∑
k=m1+···+mi−1+1

ẽk,
1

mj

m1+···+mj∑
k′=m1+···+mj−1+1

ẽk′


=

1
mi

1
mj

m1+···+mi∑
k=m1+···+mi−1+1

m1+···+mj∑
k′=m1+···+mj−1+1

g
[`]
Φ(p) (ẽk, ẽk′)

=
1

mi

1
mj

m1+···+mi∑
k=m1+···+mi−1+1

m1+···+mj∑
k′=m1+···+mj−1+1

A[`]δkk′

である．ここで，

g
[`]
Φ(p) (ẽk, ẽk′) = A[`]δkk′

を用いた．（Φ(p) = (1/`, . . . , 1/`)は全事象が等確率で起こる重心点なので上式が成立する．）上式において，i = j

とすれば，

g
[`]
Φ(p)(eiJ(Φ), eiJ(Φ)) =

1
m2

i

m1+···+mi∑
k=m1+···+mi−1+1

m1+···+mi∑
k′=m1+···+mi−1+1

A[`]δkk′ =
1

mi
A[`] =

C`

mi

を得る．したがって，

g[n]
p (ei,ei) = g

[`]
Φ(p)(eiJ(Φ), eiJ(Φ)) =

C`

mi

であり，さらに，

p(i) =
mi

`

であるので，結局，

g[n]
p (ei,ej) = δij

C`

mi
= δij

C

p(i)
(p(i) =

mi

`
) (5.23)
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を得る，すなわち，不変性の要求を満たす計量は，Sn−1の全ての有理点 pで式 (5.23)で表される．すると，テン
ソル場は連続なので，結局全ての点 p ∈ Sn−1 で式 (5.23)が成立することが結論できる6

5.4.5 計量の Sn−1への制限

前節までの議論の帰結である式 (5.23)は Φが

Φ : Rn
++ → R`

++ (n ≤ `)

と定義されているとして導かれた．したがって，この結果を統計多様体 Sn−1 へ制限する必要がある．

Sn−1 は Rn
++ の部分空間であり，Rn

++ の座標 (x1, x2, . . . , xn)に対して，x1 + x2 + · · · + xn = 1で表される超平
面である．したがって，上で導いた計量をこの超平面に制約する．超平面上の点の座標を (θ1, θ2, . . . , θ(n−1))とす
れば，

x1 = θ1

x2 = θ2

...

xn−1 = θn−1

xn = 1 −
n−1∑
k=1

θk

が超平面の座標 (θ1, θ2, . . . , θ(n−1))と Rn
++ の座標 (x1, x2, . . . , xn)を結ぶ関係式である．この関係式は

p(i) = xi =
n−1∑
k=1

θkδi
k +

(
1 −

n−1∑
k=1

θk

)
δi
n (5.24)

と 1行で書くこともできる．

{xi} → {θi}に伴う，接空間の基底の変換は，ν = 1, . . . , n − 1として，

∂

∂θν
=

∂xi

∂θν

∂

∂xi

であり，

∂xν

∂θν
= 1

∂xn

∂θν
= −1

∂xi

∂θν
= 0 上記以外

であるので，
∂

∂θν
=

∂xi

∂θν

∂

∂xi
=

∂

∂xν
− ∂

∂xn

6文献 [1] による．若干，納得感に欠けるが，これは言えるのでしょう．
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である，したがって，µ, ν = 1, . . . , n − 1として，

g[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν

)
= g[n]

p

(
∂

∂xµ
− ∂

∂xn
,

∂

∂xν
− ∂

∂xn

)
= g[n]

p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν

)
+ g[n]

p

(
∂

∂xn
,

∂

∂xn

)
である．ここで，g

[n]
p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xn

)
= 0を用いた．また，g

[n]
p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν

)
= 0（µ 6= ν）であるので，結局

g[n]
p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν

)
= C

δν
µ

p(µ)
および g[n]

p

(
∂

∂xn
,

∂

∂xn

)
= C

1
p(n)

と書けるので，計量は

g[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν

)
= C

(
δν
µ

p(µ)
+

1
p(n)

)
(5.25)

と表される．以上でチャンツォフの定理（式 (5.16)）が証明された．

5.4.6 フィシャー計量の導出

式 (5.25)からフィシャー計量を導くのはそれほど難しくない．

式 (5.25)の計量は以下の式で表される．

g[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν

)
= C

(
δν
µ

p(µ)
+

1
p(n)

)
= C

n∑
i=1

(δi
µ − δi

n)(δi
ν − δi

n)
p(i)

(5.26)

証明は簡単である．和の項に i = 1, 2, . . . , nを代入していけばよい．

(δi
µ − δi

n)(δi
ν − δi

n)
p(i)

= 0 i 6= µ, i 6= ν, and i 6= n

(δi
µ − δi

n)(δi
ν − δi

n)
p(i)

=
1

p(µ)
i = µ

(δi
µ − δi

n)(δi
ν − δi

n)
p(i)

=
1

p(n)
i = n

であるので，式 (5.26)が言える．ここで，式 (5.24)から，

∂

∂θµ
p(i) =

∂

∂θµ

(
n−1∑
k=1

θkδi
k +

(
1 −

n−1∑
k=1

θk

)
δi
n

)
= δi

µ − δi
n

であるので，結局，

g[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν

)
= C

n∑
i=1

(δi
µ − δi

n)(δi
ν − δi

n)
p(i)

= C

n∑
i=1

(
∂

∂θµ
p(i))(

∂

∂θν
p(i))

p(i)
(5.27)

を得る．あとは，公式
∂

∂θµ
p(i) = p(i)

∂

∂θµ
log p(i)

を用いれば，フィシャー計量

g[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν

)
= C

n∑
i=1

p(i)(
∂

∂θµ
log p(i))(

∂

∂θν
log p(i)) (5.28)

を導くことができる．
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5.5 (0, 3)型テンソルに対する不変性

(0, 3)型テンソル S[n] に対して，X, Y , Z ∈ TpSn−1 として，任意のマルコフ埋め込み Φ : Sn−1 → S`−1 に対す

る不変性

S[n]
p (X, Y ,Z) = S

[`]
Φ(p)(dΦ(X), dΦ(Y ), dΦ(Z))

を満たすものは，定数倍を除いて

S[n]
p (X, Y ,Z) =

n∑
i=1

p(i)(X log p(i))(Y log p(i))(Z log p(i))

に限られる．

5.5.1 証明-第 1段階：例 1における事象の並べ替えΦ : Sn−1 → Sn−1に対する不変性

点 p = (1/n, 1/n, . . . , 1/n)を仮定する．この点において，(0, 3)型テンソル S
[n]
p (X, Y , Z)が以下の不変性を持つ．

すなわち，

S[n]
p (ei, ej , ek) = S[n]

p

(
eζ(i),eζ(j), eζ(k)

)
(5.29)

である．したがって，(0, 3)型テンソル S
[n]
p (X,Y , Z)は i, j, kには依存しないので，

S[n]
p (ei, ej , ek) = δijkA[n] + δijB

[n] + δjkC [n] + δkiD
[n] + E[n]

と置くことができる．ここで，δijk は i = j = kの時のみ 1で，他はゼロと言う記号である．

ここで，

X = Xi ∂

∂xi
, X = Xi ∂

∂xi
, Z = Zi ∂

∂xi

を

x1 + x2 + · · · + xn = 1

に作用させると，

X(x1 + x2 + · · · + xn) =
n∑

i=1

Xi = 0

を得，同様に，
n∑

i=1

Y j = 0,
n∑

k=1

Zk = 0

であるので，

S[n]
p (X, Y ,Z) = A[n]

n∑
i=1

XiY iZi + B[n](
n∑

k=1

Zk)(
n∑

i=1

XiY i) + C [n](
n∑

i=1

Xi)(
n∑

j=1

Y jZj)

+ D[n](
n∑

j=1

Y j)(
n∑

i=1

XiZi) + E[n](
n∑

i=1

Xi)(
n∑

j=1

Y j)(
n∑

k=1

Zk) = A[n]
n∑

i=1

XiY iZi

となる．つまり，B[n], C [n], D[n], E[n] には依存しない．したがって，一般性を失わずにこれらをゼロとする．
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5.5.2 証明-第 2段階：例 2で用いたマルコフ埋め込みΦ : Sn−1 → Snm−1に対する不変性

まず，

(Φ∗S[nm])p(ei, ej , ek) = S
[nm]
Φ(p)

 1
m

im∑
α=(i−1)m+1

ẽα,　
1
m

jm∑
β=(j−1)m+1

ẽβ ,　
1
m

km∑
γ=(k−1)m+1

ẽγ

 (5.30)

であるが，i = j = kとすれば，

(Φ∗S[nm])p(ei, ei, ei) = S
[nm]
Φ(p)

 1
m

im∑
α=(i−1)m+1

ẽα,　
1
m

im∑
β=(i−1)m+1

ẽβ ,　
1
m

im∑
γ=(i−1)m+1

ẽγ


= (

1
m

)3
im∑

α=(i−1)m+1

im∑
β=(i−1)m+1

im∑
γ=(i−1)m+1

S
[nm]
Φ(p) (ẽα, ẽβ , ẽγ)

= (
1
m

)3
im∑

α=(i−1)m+1

im∑
β=(i−1)m+1

im∑
γ=(i−1)m+1

A[nm]δαβγ = (
1
m

)3mA[nm] =
A[nm]

m2

となる7．ところで，

(Φ∗S[nm])p(ei, ei, ei) = S[n]
p (ei, ei, ei) = A[n]

であるので，

A[n] =
A[nm]

m2
すなわち

A[n]

n2
=

A[nm]

(nm)2

が成り立つ．結局 A[n] は n2 に比例する，つまり，定数 C を用いて

A[n] = Cn2

と表すことができる．

5.5.3 証明-第 3段階：例 3で用いたマルコフ埋め込みΦ : Sn−1 → S`に対する不変性

Sn−1 上の任意の有理点（有理数を座標に持つ点）を共通の分母を持った分数として，

p = (x1, . . . , xn) = (
m1

`
,
m2

`
, . . . ,

mn

`
)

と表す．また，前節とほとんど同じ導出を用いて，

S
[`]
Φ(p)(eiJ(Φ), eiJ(Φ), eiJ(Φ)) =

1
m3

i

m1+···+mi∑
k=m1+···+mi−1+1

m1+···+mi∑
k′=m1+···+mi−1+1

m1+···+mi∑
k′′=m1+···+mi−1+1

A[`]δkk′k′′ =
1

m2
i

A[`] =
C`2

m2
i

を得る．したがって，

S[n]
p (ei,ei,ei) = S

[`]
Φ(p)(eiJ(Φ), eiJ(Φ), eiJ(Φ)) = C

(
`

mi

)2

であり，さらに，

p(i) =
mi

`
であるので，結局，

S[n]
p (ei, ej , ek) = δijk

C

p(i)2
(5.31)

を得る．上式は，全ての有理点で成り立つがテンソルの連続性より，全ての実数点で成り立つことが結論できる．
7α, β, γ が全部同じになるのは α = β = γ = 1，α = β = γ = 2 などと全部で m 通りである．
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5.5.4 証明-第 4段階：上記結果の Sn−1へ制限

式 (5.31)はマルコフ埋め込み Φが
Φ : Rn

++ → R`
++ (n ≤ `)

と定義されているとして導かれた．したがって，この結果を統計多様体 Sn−1 へ制限する必要がある．

Sn−1 は Rn
++ の部分空間であり，Rn

++ の座標 (x1, x2, . . . , xn)に対して，x1 + x2 + · · · + xn = 1で表される超平
面である．したがって，上で導いた計量をこの超平面に制約する．超平面上の点の座標を (θ1, θ2, . . . , θ(n−1))とす
れば，

x1 = θ1

x2 = θ2

...

xn−1 = θn−1

xn = 1 −
n−1∑
k=1

θk

が超平面の座標 (θ1, θ2, . . . , θ(n−1))と Rn
++ の座標 (x1, x2, . . . , xn)を結ぶ関係式である．この関係式は

p(i) = xi =
n−1∑
k=1

θkδi
k +

(
1 −

n−1∑
k=1

θk

)
δi
n (5.32)

と 1行で書くこともできる．

{xi} → {θi}に伴う，接空間の基底の変換は，ν = 1, . . . , n − 1として，

∂

∂θν
=

∂xi

∂θν

∂

∂xi

であり，

∂xν

∂θν
= 1

∂xn

∂θν
= −1

∂xi

∂θν
= 0 上記以外

であるので，
∂

∂θν
=

∂xi

∂θν

∂

∂xi
=

∂

∂xν
− ∂

∂xn

である，したがって，µ, ν, ω = 1, . . . , n − 1として，

S[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν
,

∂

∂θω

)
= S[n]

p

(
∂

∂xµ
− ∂

∂xn
,

∂

∂xν
− ∂

∂xn
,

∂

∂xω
− ∂

∂xn

)
= S[n]

p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν
,

∂

∂xω

)
− S[n]

p

(
∂

∂xn
,

∂

∂xn
,

∂

∂xn

)



5.5. (0, 3)型テンソルに対する不変性 127

である．ここで，

S[n]
p

(
∂

∂xn
,

∂

∂xν
,

∂

∂xω

)
= 0, S[n]

p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xn
,

∂

∂xω

)
= 0, S[n]

p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν
,

∂

∂xn

)
= 0

であることを用いた．また，S
[n]
p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν
,

∂

∂xω

)
= 0（µ = ν = ω以外の場合）であり，

S[n]
p

(
∂

∂xµ
,

∂

∂xν
,

∂

∂xω

)
= C

δµνω

p(µ)2
および S[n]

p

(
∂

∂xn
,

∂

∂xn
,

∂

∂xn

)
= C

1
p(n)2

であるので，計量は

S[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν
,

∂

∂θω

)
= C

(
δµνω

p(µ)2
− 1

p(n)2

)
(5.33)

と表される．

式 (5.33)のテンソルは以下の式で表される．

S[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν
,

∂

∂θω

)
= C

(
δµνω

p(µ)2
− 1

p(n)2

)
= C

n∑
i=1

(δi
µ − δi

n)(δi
ν − δi

n)(δi
ω − δi

n)
p(i)2

(5.34)

であり，ここで，式 (5.24)から，

∂

∂θµ
p(i) =

∂

∂θµ

(
n−1∑
k=1

θkδi
k +

(
1 −

n−1∑
k=1

θk

)
δi
n

)
= δi

µ − δi
n

であるので，結局，

S[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν
,

∂

∂θω

)
= C

n∑
i=1

(
∂

∂θµ
p(i))(

∂

∂θν
p(i))(

∂

∂θω
p(i))

p(i)2

となる．あとは，公式
∂

∂θµ
p(i) = p(i)

∂

∂θµ
log p(i)

を用いれば，

S[n]
p

(
∂

∂θµ
,

∂

∂θν
,

∂

∂θω

)
= C

n∑
i=1

p(i)(
∂

∂θµ
log p(i))(

∂

∂θν
log p(i))(

∂

∂θω
log p(i)) (5.35)

を導くことができる．

すなわち，(0, 3)型テンソル S[n] に対して，任意のマルコフ埋め込み Φ : Sn−1 → S`−1 に対する不変性

S[n]
p (X, Y ,Z) = S

[`]
Φ(p)(dΦ(X), dΦ(Y ), dΦ(Z))

を満たすものは，定数倍を除いて（式 (5.35)に示す）

S[n]
p (X, Y ,Z) =

n∑
i=1

p(i)(X log p(i))(Y log p(i))(Z log p(i))

に限られることが示された．
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5.6 アルファ接続

5.6.1 アルファ接続の導入

X,Y, Z を多様体M のベクトル場（X,Y, Z ∈ X(M)）として，T (X,Y,X)を (0, 3)型のテンソル場とする．すな
わち，T (X,Y,X)は

T (X,Y, Z) ; X(M) × X(M) × X(M) → R

である線形多重写像である．

T (X,Y, Z)を用いると，任意のアフィン接続∇から新しいアフィン接続 ∇̃を

g(∇̃Y X,Z) = g(∇Y X,Z) + T (X,Y, Z) (5.36)

として作り出すことができる．上式の∇がアフィン接続であることはアフィン接続の満たすべき条件

(i) ∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z

(ii) ∇fXZ = f∇XZ

(iii) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ

(iv) ∇X(fY ) = (Xf)∇XY + f∇XY

を∇が満たすことを確かめればよい．T (X,Y,X)が線形多重写像であることから，この事はほとんど自明である．

ここで，リーマン接続∇に対して，新しいアフィン接続 ∇̃を

g(∇̃Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z) (5.37)

として定義する．ここで，T (X,Y, Z)は式 (5.35)で定義した (0, 3)型テンソルである．α
2 は定数であり，α = 0の

場合 ∇̃ = ∇である．すなわち，∇̃はリーマン接続に一致する．式 (5.37)で定義される新しいアフィン接続はア
ルファ接続と呼ばれる．この事を反映して新しい接続 ∇̃を∇(α) と表すことにする．すなわち，

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z) (5.38)

と書く．

5.6.2 アルファ接続の接続係数の導出

この節ではアルファ接続の接続係数を導出する．式 (5.38)を再掲すると

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z)

に対して，Y = ∂i, X = ∂j , Z = ∂k を代入すれば

g(∇Y X,Z) = g(∇∂i
∂j , ∂k) = g(Γ`

ij ∂`, ∂k) = Γ`
ij g(∂`, ∂k) = Γ`

ij g`k = Γij,k (5.39)

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇(α)

∂i
∂j , ∂k) = Γ(α)

ij,k (5.40)



5.6. アルファ接続 129

である．ここで，Γij,k がリーマン接続 ∇から計算される接続係数（第 1種クリストッフェル記号），Γ(α)
ij,k がア

ルファ接続∇(α)から計算される接続係数（第 1種クリストッフェル記号）である．以下では，式 (5.38)，(5.39)，
(5.40)から Γij,k と Γ(α)

ij,k の関係を導出する．

まず，Γij,k は良く知られた公式：

Γij,k =
1
2

(−gij,k + gjk,i + gki,j) =
1
2

(−∂kgij + ∂igjk + ∂jgki) (5.41)

がある．この式の計算のためには具体的な計量が必要である．ここで，計量にフィシャー計量

gij =
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)]p(x|θ) = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

を導入し，lθ = log p(x|θ)と書いて式 (5.41)の右辺を計算する．gij に ∂k を作用させて，

∂kgij =
∑
x∈Ω

[∂k∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)]p(x|θ) +
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂k∂j log p(x|θ)]p(x|θ)

+
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)](∂kp(x|θ)) (5.42)

を得る．ここで（よく使う）式変形

∂kp(x|θ) = [∂k log p(x|θ)]p(x|θ)

を用いると，

∂kgij =
∑
x∈Ω

[∂k∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)]p(x|θ) +
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂k∂j log p(x|θ)]p(x|θ)

+
∑
x∈Ω

[∂i log p(x|θ)][∂j log p(x|θ)][∂k log p(x|θ)]p(x|θ)

= Eθ[(∂k∂i log p(x|θ))(∂j log p(x|θ))] + Eθ[(∂i log p(x|θ))(∂k∂j log p(x|θ)]

+ Eθ[(∂i log p(x|θ))(∂j log p(x|θ))(∂k log p(x|θ))]

= Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)]

となる．

すると，

∂kgij = Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)]

∂igjk = Eθ[(∂i∂j lθ)(∂klθ)] + Eθ[(∂j lθ)(∂i∂klθ)] + Eθ[(∂j lθ)(∂klθ)(∂ilθ)]

∂jgki = Eθ[(∂j∂klθ)(∂ilθ)] + Eθ[(∂klθ)(∂j∂ilθ)] + Eθ[(∂klθ)(∂ilθ)(∂j lθ)]

であるので，

2Γij,k = −∂kgij + ∂igjk + ∂jgki

= − (Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)])

+ (Eθ[(∂i∂j lθ)(∂klθ)] + Eθ[(∂j lθ)(∂i∂klθ)] + Eθ[(∂j lθ)(∂klθ)(∂ilθ)])

+ (Eθ[(∂j∂klθ)(∂ilθ)] + Eθ[(∂klθ)(∂j∂ilθ)] + Eθ[(∂klθ)(∂ilθ)(∂j lθ)])

= 2Eθ[(∂i∂j lθ)(∂klθ) + (∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)]
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を得る．したがって，

Γij,k = Eθ

[
(∂i∂j lθ)(∂klθ) +

1
2
(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)

]
= Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1
2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
である．

α接続に関する接続係数を求めるのであるが，ここで (0, 3)型のテンソル場として，

T (X,Y, Z) =
∑
x∈Ω

p(x|θ)(X log p(x|θ))(Y log p(x|θ))(Z log p(x|θ))

= Eθ[(X log p(x|θ))(Y log p(x|θ))(Z log p(x|θ))] (5.43)

を導入する．（統計多様体の不変性の要求を満たす (0, 3)型のテンソルは，上記のみであるのが理由である．）この
とき，成分 Tijk は

Tijk = T (∂i, ∂j , ∂k) = Eθ

[
(

∂

∂θi
log p(x|θ))(

∂

∂θj
log p(x|θ))(

∂

∂θk
log p(x|θ))

]
として求まる．

すると，結局 α接続に関する接続係数．

Γ(α)
ij,k = Γij,k − α

2
Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)] = Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1 − α

2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
(5.44)

を得る．上式からすぐに，

Γ(α)
ij,k = Γ(α)

ji,k

が成り立つことがわかる．したがって，アルファ接続∇(α) は捩率がゼロである．

5.6.3 ∇(α)と∇(−α)の双対性

統計多様体M に対してフィシャー計量

gij = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

を考え，接続∇(−α) と∇(α) の関係を見る．式 (5.42)において既に示したように，

∂kgij = Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ)] + +Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)] (5.45)

が成り立つ．ところで，

g(∇(α)
∂k

∂i, ∂j) = Γ(α)
ki,j g(∂i,∇(−α)

∂k
∂j) = Γ(−α)

kj,i

であり，アルファ接続のクリストッフェル記号は式 (5.44):

Γ(α)
ij,k = Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1 − α

2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
で与えられるので，結局，

g(∇(α)
∂k

∂i, ∂j) + g(∂i,∇(−α)
∂k

∂j) = Γ(α)
ki,j + Γ(−α)

kj,i

= Eθ

[(
∂k∂ilθ +

1 − α

2
(∂klθ)(∂ilθ)

)
(∂j lθ)

]
+ Eθ

[(
∂k∂j lθ +

1 + α

2
(∂klθ)(∂j lθ)

)
(∂ilθ)

]
= Eθ[(∂k∂ilθ)(∂j lθ)] + Eθ[(∂ilθ)(∂k∂j lθ)] + +Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)] = ∂kgij
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が成り立つ．すなわち，∇(−α) は∇(α) の双対接続である．したがって，(M,∇(α), g)は統計多様体である．つま
り，統計モデルM はフィシャー計量とアルファ接続を付与することにより統計多様体になる．

ここまでは，統計モデルM に対して特別な仮定をおいていない．したがって，統計モデル一般に成り立つ．しか

し，フィシャー計量とアルファ接続は，有限離散な確率分布の統計モデル Sn−1におけるマルコフ埋め込みに対す

る不変性から導かれたものである．Sn−1以外の統計モデルでは，そもそもフィシャー計量とアルファ接続を用い

る根拠はどこに？

5.7 Sn−1の双対微分幾何

5.7.1 双対性の証明

ここまでの節では有限確率分布空間 Sn−1 におけるマルコフ埋め込みに対する不変性の要請から，Sn−1 上に許容

される計量と接続がフィシャー計量とアルファ接続に限られることを明らかにした．この節では，有限確率分布

空間 Sn−1 の多様体としての構造を調べる．

有限確率分布空間 Sn−1 において次の命題が成り立つ．ここで，フィシャー計量を g，α−接続を∇(α) とする．

1. 各 α ∈ Rに対し，∇(α) の捩率はゼロ．

2. 各 α ∈ Rに対し，∇(α) と∇(−α) は gに関し双対．

3. Sn−1 は双対構造 (g,∇(−1),∇(1))に関して双対平坦．

命題 1：「∇(α) の捩率はゼロ」

すでに第 5.6.2節でテンソルの成分を用いた証明が与えてあるが，成分を用いない証明を以下に示す．ここで，リー
マン接続を∇と書く．アルファ接続の定義より，

g(∇(α)
X Y , Z) = g(∇XY ,Z) − α

2
T (X, Y , Z)

である．同じように，

g(∇(α)
Y X, Z) = g(∇Y X, Z) − α

2
T (Y , X, Z)

であるので，

g(∇(α)
X Y −∇(α)

Y X − [X, Y ], Z) = g(∇XY −∇Y X − [X, Y ], Z) − α

2
(T (X, Y , Z) − T (Y , X, Z))

∇はリーマン接続であって捩率ゼロであるので，

g(∇XY −∇Y X − [X,Y ], Z) = 0

(0, 3)型テンソルの定義より，
T (X, Y ,Z) = T (Y , X, Z)

であるので，結局，任意の Z に対して，

g(∇(α)
X Y −∇(α)

Y X − [X, Y ],Z) = 0

を得る．
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命題 2：「∇(α) と∇(−α) は gに関し双対」

第 5.6.3において成分を用いた証明を行っているので，ここでは成分を用いない証明を行う．

まず，

Xg(Y ,Z) = g(∇XY , Z) + g(Y ,∇XZ) (5.46)

が成り立つ．これは，リーマン接続では内積に対して微分のライプニッツ則が成り立つことを言っているに過ぎ

ない．アルファ接続の定義より，

g(∇XY , Z) = g(∇(α)
X Y ,Z) +

α

2
T (X, Y , Z) (5.47)

である．また，

g(∇(−α)
X Z, Y ) = g(∇XZ, Y ) +

α

2
T (X, Z, Y )

において内積の順序を変えて

g(Y ,∇(−α)
X Z) = g(Y ,∇XZ) +

α

2
T (X, Z, Y )

を得るので，したがって，

g(Y ,∇XZ) = g(Y ,∇(−α)
X Z) − α

2
T (X, Z, Y ) (5.48)

となる．式 (5.47)と式 (5.48)を式 (5.46)に代入して，対称性 T (X,Y , Z) = T (X, Z, Y )を用いれば，

Xg(Y , Z) = g(∇XY ,Z) + g(Y ,∇XZ)

= g(∇(α)
X Y , Z) +

α

2
T (X, Y , Z) + g(Y ,∇(−α)

X Z) − α

2
T (X,Z, Y )

= g(Y ,∇(−α)
X Z) + g(∇(α)

X Y , Z) +
α

2
(T (X,Y , Z) − T (X, Z, Y )) = g(Y ,∇(−α)

X Z) + g(∇(α)
X Y , Z)

を得る．したがって，∇(−α) と∇(α) は互いに双対である．

(0, 3)型テンソル T (X, Y ,Z)のX と Y の対称性により命題 1が成り立ち，T (X, Y , Z)の Y と Z の対称性に

より命題 2が成り立つ．

命題 3：「Sn−1 は双対構造 (g,∇(−1),∇(1))に関して双対平坦」

Sn−1 が接続∇(−1) に対して，アフィン座標系を持つことを示す．

アルファ接続の接続係数は

Γ(α)
ij,k = Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1 − α

2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
で与えられるので，α = −1の場合は

Γ(−1)
ij,k = Eθ [(∂i∂j lθ + (∂ilθ)(∂j lθ)) (∂klθ)] =

n∑
i=1

p(i)
[
(∂ip(i))(∂jp(i))

p(i)2
+ ∂i

∂jp(i)
p(i)

]
(∂klθ)

であるが，分数の微分より
(∂ip(i))(∂jp(i))

p(i)2
+ ∂i

∂jp(i)
p(i)

=
∂i∂jp(i)

p(i)
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であるので，これを代入すれば，

Γ(−1)
ij,k =

n∑
i=1

p(i)
[
(∂ip(i))(∂jp(i))

p(i)2
+ ∂i

∂jp(i)
p(i)

]
(∂klθ) =

n∑
i=1

p(i)
[
∂i∂jp(i)

p(i)

]
(∂klθ) =

n∑
i=1

(∂i∂jp(i))(∂klθ)

を得る．

ここで，p ∈ Sn−1 に対して，Sn−1 の元を

p(i) =
n−1∑
a=1

ξaδi
a +

(
1 −

n−1∑
a=1

ξa

)
δi
n (5.49)

と表す．つまり，Sn−1 に座標系 (ξ1, . . . , ξn−1)を定める．すると，

∂i∂jp(i) =
∂

∂ξi

∂

∂ξj
p(i) = 0

が成り立つので，したがって，この座標系において

Γ(−1)
ij,k = 0

が成り立つ．すなわち，座標系 (ξ1, . . . , ξn−1)は Sn−1の∇(−1)−アフィン座標系となっている．したがって，座
標系 (ξ1, . . . , ξn−1)において∇(−1)−曲率はゼロとなる．さらに，∇(1)−曲率もゼロとなる8．

ここで，式 (5.49)で表される確率分布の族を混合型分布族と呼ぶ．この式で定められる座標 ξaを混合座標系と呼

ぶ．α = −1に対応する接続∇(−1)を混合型接続と呼び，記号∇(m)で表す．これに対して，α = 1に対応する接
続∇(1) を指数型接続と呼び，記号∇(e) で表す．

5.7.2 ∇(e)−双対アフィン座標の導出

以後 Sn−1 を S と書く．統計多様体 (S, g,∇(e),∇(m))について議論する．

まず，双対アフィン座標系を定める．式 (5.49)に示す ξaが Γ(−1)
ij,k = 0を与える∇(−1)−アフィン座標系であるの

で，ξa は η−座標系に相当する．そこで，改めて式 (5.49)を

p(ω) =
n−1∑
i=1

ηiδi(ω) +

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
δn(ω)

と書く．そして，η = (η1, . . . , ηn−1)を∇(m)−アフィン座標系として導入する．この座標系では

∂i∂jp(ω) =
∂

∂ηi

∂

∂ηj
p(ω) = 0

であるので，∇(m) の接続係数

Γ(m)
ij,k = g(∇(−1)

∂i
∂j , ∂k) =

n∑
ω=1

(∂i∂jp(ω))(∂k log p(ω))

はゼロとなる．
8双対性の重要な性質–∇曲率 Rがゼロであることと，∇∗ 曲率 R∗ がゼロであることは同値である–からこれが言える．以前のノート「指

数型分布族の多様体と双対平坦性」の第 3 節参照のこと．
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次に，ηi の双対アフィン座標系を求める．log p(ω)を以下のように書き直す．

log p(ω) =
n−1∑
i=1

(
log

p(i)
p(n)

)
δi(ω) + log p(n)

この式が成り立つことは，

• ω = 1とすれば，

log p(1) =
n−1∑
i=1

(
log

p(i)
p(n)

)
δi(1) + log p(n) =

(
log

p(1)
p(n)

)
δ1(1) + log p(n) = log p(1)

• ω = nとすれば，

log p(n) =
n−1∑
i=1

(
log

p(i)
p(n)

)
δi(n) + log p(n) =

(
log

p(n)
p(n)

)
δn(n) + log p(n) = log p(n)

である．したがって，全ての ωで成り立つことがすぐわかる．

ここで，

θi = log
p(i)
p(n)

(i = 1, . . . , n − 1)

とする．規格化条件
∑n

ω=1 p(ω) = 1より，

p(n) =
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

が成り立つ．したがって，p(ω)は

log p(ω) =
n−1∑
i=1

θiδi(ω) − log

(
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

)

となる．ここで，

ψ(θ) = log

(
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

)
とすれば，p(ω)は，

log p(ω) =
n−1∑
i=1

θiδi(ω) − ψ(θ) (5.50)

と，指数型分布族として表すことができる．ここで，θ = (θ1, . . . , θn−1)を Sの座標系と見立てて接続係数を計算

する．すると，α = 1とした，α接続の係数は，

Γ(1)
ij,k = Eθ [(∂i∂j lθ) (∂klθ)]

であり，結局，

Γ(e)
ij,k = Γ(1)

ij,k = Eθ [(∂i∂j lθ) (∂klθ)] = −(∂i∂jψ)
n∑

ω=1

∂kp(ω) = 0

である．ここで，∂i∂j log p(ω) = −∂i∂jψ(θ)を用いた．したがって，θも平坦な座標系であり∇(e)−アフィン座
標系であることがわかる．有限離散な確率分布は，混合型確率分布族としても指数型確率分布族としても表すこ

とができる．
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5.7.3 θと ηが双対アフィン座標であることの確認

ηの双対アフィン座標系であることのダメ押しとして，

g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂θj

)
を計算し，これが δj

i に等しいことを確認する．

まず，フィシャー計量：

g(X, Y ) =
n∑

ω=1

(Xp(ω))(Y log p(ω))

を用いれば，

g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂θj

)
=

n∑
ω=1

(
∂

∂ηi
p(ω))(

∂

∂θj
log p(ω))

である．さらに，

∂

∂ηi
p(ω) =

∂

∂ηi

(
n−1∑
i=1

ηiδi(ω) +

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
δn(ω)

)
= δi(ω) − δn(ω)

である．また，
∂

∂θj
log p(ω) =

∂

∂θj

(
n−1∑
i=1

θiδi(ω) − ψ(θ)

)
= δj(ω) − ∂ψ(θ)

∂θj

であるので，

g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂θj

)
=

n∑
ω=1

(δi(ω) − δn(ω))(δj(ω) − ∂ψ(θ)
∂θj

) =
n∑

ω=1

(δi(ω) − δn(ω))δj(ω) = δj
i

を得る．（
∑n

ω=1(δi(ω) − δn(ω)) = 0を用いた．）つまり，θと ηは双対アフィン座標系であることが確認できる．

5.7.4 ポテンシャルの計算

まず，θ−座標系のポテンシャルは ψ(θ)

ψ(θ) = log

(
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

)

である．実際，

∂iψ(θ) =
∂

∂θi
log

(
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

)
=

eθi

1 +
∑n−1

i=1 eθi
= p(n)eθi

= p(i) = ηi

を得る．また，η−座標系のポテンシャル ϕは

ϕ(η) = θiηi − ψ(θ) =
n−1∑
i=1

(
log

p(i)
p(n)

)
p(i) + log p(n)

である．ここで，

p(n) =
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi
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であるので，

ψ(θ) = log

(
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

)
= − log p(n)

を用いた．したがって，

ϕ(η) =
n−1∑
i=1

(
log

p(i)
p(n)

)
p(i) + log p(n) =

n−1∑
i=1

p(i) log p(i) +

(
1 −

n−1∑
i=1

p(i)

)
log p(n)

となる．さらに，
n∑

i=1

p(i) = 1 → p(n) = 1 −
n−1∑
i=1

p(i)

であるので，ηi = p(i)として，

ϕ(η) =
n−1∑
i=1

ηi log ηi +

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
log

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)

を得る．

したがって，∂iϕを計算してみると，

∂iϕ =
∂ϕ

∂ηi
= log ηi + 1 − log

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
− 1 = log

p(i)
p(n)

= θi

を得る．

5.7.5 まとめ

双対構造

有限離散確率モデル Sn−1 において，マルコフ埋め込みに対する不変性から，計量はフィシャー計量

gij =
∑
ω∈Ω

p(ω)(
∂

∂θi
log p(ω))(

∂

∂θj
log p(ω)) = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] lθ = log p(ω)

とアルファ接続

Γ(α)
ij,k = Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1 − α

2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
が決まる．すると，(Sn−1, g,∇(−α),∇(α))は双対構造を持つ多様体である．

双対平坦性

任意の点 p ∈ Sn−1 は，

p(ω) =
n−1∑
i=1

ηiδi(ω) +

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
δn(ω)
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と表すことができる．この表し方における座標系 ηi について，

∂i∂jp(ω) =
∂

∂ηi

∂

∂ηj
p(ω) = 0

が成り立つ．ところで，アルファ接続において α = −1とした∇(m)−接続は

Γ(−1)
ij,k =

n∑
i=1

(∂i∂jp(i))(∂klθ)

と表されるが，∂i∂jp(i) = 0であるので，この ηi 座標系では

Γ(−1)
ij,k = 0

となる．したがって，Sn−1 は，(Sn−1, g,∇(−1),∇(1))は双対平坦な多様体となる．

∇(e)−アフィン座標系

Sn−1 における∇(m)−アフィン座標系は ηi である．ηi の双対アフィン座標系 θi は

θi = log
p(i)
p(n)

(i = 1, . . . , n − 1)

として求まる．実際，この座標系を用いて p(ω)を指数型分布族として，

log p(ω) =
n−1∑
i=1

θiδi(ω) − ψ(θ)

と表すことができる．α = 1とした，α接続の係数は，

Γ(1)
ij,k = Eθ [(∂i∂j lθ) (∂klθ)]

である．上式の ∂i∂j lθ は ∂i∂j lθ = −∂i∂jψであるので，結局，θi 座標系を用いれば，

Γ(1)
ij,k = Eθ [(∂i∂j lθ) (∂klθ)] = − (∂i∂jψ) Eθ [(∂klθ)] = 0

が成り立つ．θi と ηi 座標系の間の直交関係

g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂θj

)
= δj

i

を示すこともできる．

ポテンシャル関数

e−座標系のポテンシャルは ψ(θ)

ψ(θ) = log

(
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

)
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であり，実際，

∂iψ(θ) =
∂

∂θi
log

(
1

1 +
∑n−1

i=1 eθi

)
= p(i) = ηi

となる．

また，m−座標系のポテンシャルは

ϕ(η) =
n−1∑
i=1

ηi log ηi +

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
log

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)

と表され，実際，

∂iϕ =
∂ϕ

∂ηi
= log ηi + 1 − log

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
− 1 = log

p(i)
p(n)

= θi

となる．

追記： 指数型分布族において，自然パラメータ θi に対する双対アフィンパラメータ ηi は，期待値座標系

ηi = E[Fi(ω)]

と与えられる．これは，p(ω)を（ηi = p(i)として）混合型分布

p(ω) =
n−1∑
i=1

ηiδi(ω) +

(
1 −

n−1∑
i=1

ηi

)
δn(ω)

と表した場合の ηi と同じものである．

証明： p(ω)を指数型分布族として表すと，

log p(ω) =
n−1∑
i=1

θiδi(ω) − ψ(θ)

となる．したがって，この指数型分布族に対する期待値座標系 ζi は

ζi = E[δi(ω)] =
n−1∑
ω=1

p(ω)δi(ω) = p(i)

となる．したがって，ηi = ζi である．
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情報幾何の応用として，クラメル・ラオの不等式の導出を議論する．とは言っても，導出には，幾何学は特に必

要としない．クラメル・ラオの不等式の導出の後，有効推定量について議論する．この有効推定量についての議

論は，情報幾何的考え方が従来の統計学に勝ったひとつの例ではないかと思う．なお，EMアルゴリズムの幾何に
ついては，別の資料として取りまとめる．

6.1 クラメル・ラオの不等式

6.1.1 パラメータがスカラー（1次元）の場合（統計学教科書の説明）

未知パラメータを θ（スカラー）として，確率変数X の観測値を x1, x2, . . . , xn とする．確率変数X の確率分布

を f(x|θ)とすれば，n個の独立な観測データが従う確率分布は

p(x1, . . . , xn|θ) = f(x1|θ)f(x2|θ) · · · f(xn|θ)

である．ここで，x1, . . . , xn と書くところを，xと書いてこれらを意味するとすれば，n個の独立な観測データ

x1, x2, . . . , xn を得る確率は

p(x|θ) = p(x1, . . . , xn|θ)

と表せる．ここで，対数尤度を

l(x|θ) = log p(x|θ)

と置く．また，

U(x|θ) =
∂

∂θ
l(x|θ) =

∂

∂θ
log p(x|θ) =

1
p(x|θ)

∂

∂θ
p(x|θ)

はスコア―関数と呼ばれる．公式：

E[U(x|θ)] =
∫

Ω

U(x|θ)p(x|θ)dx =
∫

Ω

p(x|θ) ∂

∂θ
log p(x|θ)dx =

∫
Ω

p(x|θ) 1
p(x|θ)

∂

∂θ
p(x|θ)dx

=
∫

Ω

∂

∂θ
p(x|θ)dx =

∂

∂θ

∫
Ω

p(x|θ)dx = 0 (6.1)

はよく使われる．また，以下の In(θ)をフィシャー情報量 In(θ)と呼ぶ．すなわち，

In(θ) = E[U(x|θ)2] = E[(
∂

∂θ
log p(x|θ))2]
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である．すると，E[U(x|θ)] = 0であるので，

V [U(x|θ)] = E[U(x|θ)2] − (E[U(x|θ)])2 = E[U(x|θ)2] = In(θ)

である．

ここで，パラメータ θの推定解を θ̂で表す．θ̂は不偏推定解であるとすれば，

θ = E[θ̂] =
∫

Ω

θ̂p(x|θ)dx

が成り立つ．上式の両辺を θで微分すれば，

1 =
∂

∂θ

∫
Ω

θ̂(x)p(x|θ)dx =
∫

Ω

θ̂(x)
∂

∂θ
p(x|θ)dx =

∫
Ω

θ̂(x)U(x|θ)p(x|θ)dx

であり，つまり，

E[θ̂(x)U(x|θ)] = 1

が成り立つ．一方で，E[U(x|θ)] = 0であるので，両辺を θ倍して，

E[θU(x|θ)] = 0

も成り立つ．したがって，

E[(θ̂(x) − θ)U(x|θ)] = 1

である．シュワルツの不等式 E[A2]E[B2] ≥ E[A · B]2 に当てはめれば，

E[(θ̂(x) − θ)2]E[U(x|θ)2] ≥ E[(θ̂(x) − θ)U(x|θ)]2 = 1

すなわち，

V (θ̂)In(θ) ≥ 1 → V (θ̂) ≥ 1
In(θ)

が成り立つ．上式がクラメル・ラオの不等式として知られているもので，推定値の分散の下限を表している．す

なわち，ある未知な量を推定する場合に，どこまでも正確な推定は行えず，精度に限界があることを示している．

推定結果が，この不等式の下限を達成する推定量を有効推定量と呼ぶ．

6.1.2 パラメータが多変数（多次元）の場合

この節の説明は文献 [2]による．（この説明には，全く幾何学は登場しない．文献 [1]では，もう少し幾何学っぽい
説明をしているが，ものすごくわかりにくい．）

未知パラメータをベクトルで表し θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Rm，θの取りえる値の集合を Θm，θの推定結果を θ̂とす

る．（特に断らない限り，これらは列ベクトルとする．）m次元統計モデル

M = {p(x|θ) |θ ∈ Θm}

を考え，GをM 上のフィシャー情報行列とする．すると，任意の θ ∈ Θm に対して，

V (θ̂) − G−1(θ) ≥ 0
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が成り立つ．ここで，

V (θ̂) = E[(θ̂ − E[θ̂])(θ̂ − E[θ̂])T ]

であり，θ̂の共分散行列を表す．

証明： 不偏推定量であるので，

E[θ̂] = θ

が成り立つ．また，スカラーの場合に対応して，

∂il(θ) =
∂

∂θi
l(x|θ) =

∂

∂θi
log p(x|θ) =

1
p(x|θ)

∂

∂θi
p(x|θ)

であるので，

E[∂il(θ)] = E

[
∂

∂θi
l(x|θ)

]
=

∫
Ω

[
1

p(x|θ)
∂

∂θi
p(x|θ)

]
p(x|θ)dx =

∂

∂θi

∫
Ω

p(x|θ)dx = 0

が成り立つ．また，上式の両辺を θ倍しても

E[θ∂il(θ)] = 0 (6.2)

が成り立つ．さらに，E[θ̂] = θの両辺を θi で微分すれば，Rm の基本ベクトルを e1, . . . , em として1，

ei =
∂

∂θi

∫
θ̂p(x|θ)dx =

∫
θ̂

∂

∂θi
p(x|θ)dx =

∫
[θ̂

∂

∂θi
log p(x|θ)]p(x|θ)dx = E[θ̂∂il(θ)] (6.3)

が成り立つ．式 (6.2)と式 (6.3)を組み合わせれば

ei = E[(θ̂ − θ)∂il(θ)] (6.4)

を得る．

任意の,m次元実数ベクトル v1, v2, . . . , vm ∈ Rmを考える．これらは列ベクトルとする．式 (6.2)と，不偏推定量
であること E[θ̂] = θを用いて，

θ̂ −
m∑

i=1

vi∂il(θ) − E

[
θ̂ −

m∑
i=1

vi∂il(θ)

]
= θ̂ −

m∑
i=1

vi∂il(θ) − θ −
m∑

i=1

viE[∂il(θ)] = θ̂ − θ −
m∑

i=1

vi∂il(θ) (6.5)

である．そして，共分散行列Σ

Σ = E

(
θ̂ −

m∑
i=1

vi∂il(θ) − E

[
θ̂ −

m∑
i=1

vi∂il(θ)

])(
θ̂ −

m∑
i=1

vi∂il(θ) − E

[
θ̂ −

m∑
i=1

vi∂il(θ)

])T


を計算する．すると，

Σ = E

(
θ̂ − θ −

m∑
i=1

vi∂il(θ)

) (
θ̂ − θ −

m∑
i=1

vi∂il(θ)

)T


= E
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T

]
− E

[
(θ̂ − θ)(

m∑
i=1

vi∂il(θ))T

]
− E

[
(

m∑
i=1

vi∂il(θ))(θ̂ − θ)T

]

+ E

[
(

m∑
i=1

vi∂il(θ))(
m∑

i=1

vi∂il(θ))T

]

= E
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T

]
−

m∑
i=1

eiv
T
i −

m∑
i=1

vie
T
i + E

[
(

m∑
i=1

vi∂il(θ))(
m∑

i=1

vi∂il(θ))T

]
1例えば，e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), em = (0, 0, 0, . . . , 1) である．
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である．ここで，式 (6.4)を用いて，

E

[
(θ̂ − θ)(

m∑
i=1

vi∂il(θ))T

]
=

m∑
i=1

E
[
(θ̂ − θ)∂il(θ)

]
vT

i =
m∑

i=1

eiv
T
i

を用いた．また，

E

[
(

m∑
i=1

vi∂il(θ))(θ̂ − θ)T

]
=

m∑
i=1

vie
T
i

も用いた．つまり，結局，

Σ = E
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T

]
−

m∑
i=1

eiv
T
i −

m∑
i=1

vie
T
i + E

[
(

m∑
i=1

vi∂il(θ))(
m∑

i=1

vi∂il(θ))T

]

を得る．ここで，まず，

E
[
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T

]
= V (θ̂)

である．また，

vi = G−1ei

とすると，
m∑

i=1

eiv
T
i =

m∑
i=1

eie
T
i G−1 = G−1

m∑
i=1

eie
T
i = G−1

m∑
i=1

vie
T
i =

m∑
i=1

G−1eie
T
i = G−1

また，

E

[
(

m∑
i=1

vi∂il(θ))(
m∑

i=1

vi∂il(θ))T

]
=

m∑
i,j=1

viv
T
j E[(∂il(θ))(∂j l(θ))] = G−2

m∑
i,j=1

eie
T
j Gij = G−1

である．ここで，eie
T
j は (i, j)成分のみ 1で他の要素は 0である行列である．この行列に Gij をかけてすべての

(i, j)について足し合わせたら行列Gになる．

したがって，

Σ = V (θ̂) − G−1

である．Σ は半正定値なので，V (θ̂) − G−1 も半正定値行列である．

6.1.3 有効推定量

V (ξ̂) = G−1(ξ)

を達成するとき，ξ̂を統計モデルM の有効推定量と呼ぶ．

定理： 統計モデルM のパラメータ ξに有効推定量が存在するための必要十分条件はM が指数型分布族であっ

て，ξがその期待値座標系であることである．
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証明： まず，「統計モデルM のパラメータ ξに有効推定量が存在すれば，M が指数型分布族であって ξがその

期待値座標系である．」を示す．

推定量 ξ̂が有効推定量であることの必要十分条件は，前節の説明より，

ξ̂ − ξ −
m∑

i=1

G−1ei∂il(ξ) = 0 (6.6)

が成り立つことである．（式中のベクトルは列ベクトルと仮定している．）G−1 の (i, j)要素を Gij と表せば，

m∑
i=1

G−1ei∂il(ξ) =
m∑

i=1


G11 · · · G1m

...
. . .

...
Gm1 · · · Gmm





0
...
0

∂il(ξ)
0
...
0


=


∑m

i=1 G1i∂il(ξ)∑m
i=1 G2i∂il(ξ)

...∑m
i=1 Gmi∂il(ξ)



である．式 (6.6)の第 j 成分を考えると，

ξ̂j − ξj −
m∑

i=1

Gji∂il(ξ) = 0

を得る．上下の重複する添え字にアインシュタインの規約を用いれば

ξ̂i(x) − ξi = Gij∂j log p(x|ξ)

となる．この式は

∂j log p(x|ξ) = Gji(ξ̂i(x) − ξi)

と書き直せる．ここで，θと ηが双対アフィン座標系であるとして，ξ = ηであるとすれば（つまり，ξを双対ア

フィン座標系の期待値座標系 ηに設定すれば），

∂

∂ηj
log p(x|η) = gij η̂i(x) − gijηi

である．上式の導出には

gij = g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂ηj

)
= g

(
∂

∂θi
,

∂

∂θj

)
= Gij

を用いた．

ここで，

gij =
∂θi

∂ηj

であり，
∂ψ

∂ηj
=

∂ψ

∂θk

∂θk

∂ηj
= gjiηi

である．したがって，
∂

∂ηj
log p(x|η) =

∂θi

∂ηj
η̂i(x) − ∂ψ

∂ηj
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を得る．両辺を ηj で積分すれば，

log p(x|η) = C + θi(η)η̂i(x) − ψ(θ(η))

を得る．上式は，p(x|η)が指数関数族となっていることを示している．

次に，「M が指数型分布族であって，ξがその期待値座標系であれば，ξには有効推定量が存在する．」を示す．逆

方向の証明も同じ様に行える．指数分布族を仮定すれば，

log p(x|θ) = C(x) + θiui(x) − ψ(θ)

したがって，推定解は

∂

∂θi
log p(x|θ) =

∂

∂θi
(C(x) + θiui(x) − ψ(θ)) = ui(x) − ∂ψ

∂θi
= 0

から求まる．ここで，
∂ψ

∂θi
= ηi であるので，結局，推定解として

η̂i = ui(x)

を得る．つまり，ui(x)を η座標系の ηi に対する推定結果 η̂i に等しいと考えれば，

log p(x|η) = C(x) + θi(η)η̂i − ψ(θ(η))

となる．上式を ηi で微分して，

∂

∂ηj
log p(x|η) =

∂θi

∂ηj

(
η̂i −

∂ψ(θ(η))
∂θi

)
である．ここで，

∂θi

∂ηj
= gij ∂ψ(θ(η))

∂θi
= ηi

を代入すれば，
∂

∂ηj
log p(x|η) = gij (η̂i − ηi)

であり，これから容易に

η̂i − ηi = Gij ∂

∂ηj
log p(x|η)

を導ける．上式は，推定解 η̂iがクラメル・ラオの下限を達成していること，つまり，η̂iが有効推定量である事を

示している．

この定理は，指数分布族に対して期待値座標系を用いれば，必ず有効推定量が得られることを主張している．こ

の定理に関する議論は，情報幾何のアプローチが，統計学における伝統的な考え方に対して優位性を出張できる

数少ない例の１つかと思う．通常の統計学では，個々の推定に対して推定解が有効推定量であるかを議論するのが

普通で，「こうすれば必ず有効推定解が得られる」という議論はめったにない．

6.1.4 スカラー正規分布での計算例

双対座標

スカラー（1次元）正規分布

p(x|θ) =
1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]
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を，指数分布族の形式

p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
で表せば，

log p(x|θ) = log
[

1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]]
=

µ

σ2
x − 1

2σ2
x2 −

(
µ2

2σ2
+ log(

√
2πσ)

)
であるので，

c(x) = 0, θ1 =
µ

σ2
, u1(x) = x, θ2 = − 1

2σ2
, u2(x) = x2

であり，

ψ(θ1, θ2) = − (θ1)2

4θ2
+

1
2

log
(
− π

θ2

)
= − (θ1)2

4θ2
− 1

2
log

(
−θ2

)
(6.7)

である．ここで，η座標を求めると，式 (6.18)より，

η1 = E[u1(x)] = E[x]

η2 = E[u2(x)] = E[x2]

である．つまり，η1 は原点周りの 1次モーメント，すなわち期待値 µであり，η2 は 2次モーメントである2．

N 個の独立な観測が得られる場合

ここで，N 個の独立なデータD = {x1, . . . , xN}が観測されたとする．すると，データDを得る確率分布を p(D|θ)
とすれば，

log p(D|θ) =
N∑

n=1

log p(xn|θ) = θi
N∑

n=1

ui(xn) − Nψ(θ)

を得る．上式を θ1 で微分してゼロとおけば，

N∑
n=1

u1(xn) − N
∂ψ(θ)
∂θ1

=
N∑

n=1

u1(xn) − Nη1 = 0

したがって，

η̂1 = µ̂ =
1
N

N∑
n=1

u1(xn) =
1
N

N∑
n=1

xn

を得る．上式は，η1 は原点周りの 1次モーメント，すなわち期待値 µの推定結果として算術平均 1
N

∑N
n=1 xn が

得られることを示している．算術平均は，期待値 µの最尤推定解であり，クラメル・ラオの下限を達成する最良

の推定解であることは知られている．

また，θ2 で微分してゼロとおけば，

N∑
n=1

u2(xn) − N
∂ψ(θ)
∂θ2

=
N∑

n=1

u2(xn) − Nη2 = 0

2ψ を微分しても同じ結果が得られることは，簡単に確認できる．

η1 =
∂ψ

∂θ1
= −

θ1

2θ2
= −

1

2

µ

σ2
(−2σ2) = µ = E[x] (6.8)

η2 =
∂ψ

∂θ2
=

1

4

(
θ1

θ2

)2

+
1

2θ2
= µ2 + σ2 = E[x2] (6.9)

である．
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したがって，

η̂2 =
1
N

N∑
n=1

u2(xn) =
1
N

N∑
n=1

x2
n

を得る．η̂2 は（原点周りの）2次モーメント E(x2)の推定結果に対応している．

6.2 指数分布族に対する双対理論：復習

この節の内容は，前資料「指数型分布族の多様体と双対平坦性」から重要と思われる部分を抜粋し，指数型分布

族における双対理論を復習したものである．

6.2.1 指数分布族に対する双対平坦性

指数分布族に対する双対理論を復習する．

確率分布族の多様体M に対して，フィシャー計量

gij = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

と，(0, 3)型テンソル
T (X,Y, Z) = Eθ[(X log p(x|θ))(Y log p(x|θ))(Z log p(x|θ))]

を導入し，アルファ接続∇(α) を

g(∇(α)
Y X,Z) = g(∇Y X,Z) − α

2
T (X,Y, Z)

として定義すれば，アルファ接続による接続係数 Γ(α)
ij,k は

Γ(α)
ij,k = Γij,k − α

2
Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)(∂klθ)] = Eθ

[(
∂i∂j lθ +

1 − α

2
(∂ilθ)(∂j lθ)

)
(∂klθ)

]
(6.10)

として求まる．ここで，Γij,kはフィシャー計量を用いたリーマン接続による接続係数である．この式からアルファ

接続による接続係数は

Γ(α)
ij,k = Γ(α)

ji,k

を満たすので，捩率がゼロであることがわかる．また，

Γ(α)
ij,k + Γ(−α)

ij,k = ∂kgij

を満たすので，∇(α)と∇(−α)は互いに双対接続の関係にある．したがって，多様体 (M,∇(α), g)は統計多様体と
なる．

指数分布族の確率分布の導入： 確率密度分布が

p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
(6.11)

と表される確率分布の族を指数分布族と呼ぶ．確率分布のパラメータが θであり，xが確率変数である．θは指数

分布族の自然なパラメータと呼ばれる．
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指数分布族の多様体（統計モデル）M を

M = {p(x|θ) | p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
, θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Θn}

と定義する．

双対平坦性の証明：　式 (6.11)の確率密度分布より，

∂j lθ =
∂

∂θj

(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
= ui(x) − ∂ψ(θ)

∂θj

であり，さらに，

∂i∂j lθ =
∂

∂θi

(
uj(x) − ∂ψ(θ)

∂θj

)
= − ∂2ψ

∂θi∂θj
(θ)

を得る．したがって，α = 1の場合のアルファ接続係数 Γ(1)
ij,k は，（式 (6.10)を参考にして）

Γ(1)
ij,k = Eθ [(∂i∂j lθ) (∂klθ)] = −Eθ

[(
∂2ψ

∂θi∂θj
(θ)

)
(∂klθ)

]
= − ∂2ψ

∂θi∂θj
(θ)Eθ [(∂klθ)]

であるが，

Eθ [(∂klθ)] =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θk
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

(
∂

∂θk
p(x|θ)

)
=

∂

∂θk

∑
x∈Ω

p(x|θ) =
∂

∂θk
1 = 0

であるので，Γ(1)
ij,k = 0となる．つまり，このとき θ = (θ1, . . . , θn)はアフィン座標系であり，アルファ接続∇(α=1)

は平坦である．アフィン座標系が存在するのでリーマン曲率テンソル R(α=1) がゼロとなることがわかる．また，

双対接続 ∇(α=−1) に対してもリーマン曲率テンソル R(α=−1) はゼロとなるので，結局，指数分布族の多様体M

は双対平坦である3．

まとめ：統計モデルM は，フィシャー計量 gij とアルファ接続を用いた双対構造∇(−α)，∇(α)のもとで統計多様

体である．さらに，M を指数分布族の統計モデルとすれば，α = ±1においてM は双対平坦となる．このとき指

数分布族の自然なパラメータ θ = (θ1, . . . , θn)がアフィン座標系となる．

6.2.2 双対アフィン座標とルジャンドル変換

平坦な多様体上では局所アフィン座標系（接続が恒等的にゼロとなる座標系）が存在する．指数分布族の統計モデ

ルM においては，接続∇(−1) と∇(1) について双対平坦であるので，局所アフィン座標系も 2種類存在する．そ
こで，(θ1, . . . , θn)を∇(1)に関する局所アフィン座標系，(η1, . . . , η

n)を∇(−1)に関する局所アフィン座標系とす

れば，これらは，M において各点の周りで

g

(
∂

∂θi
,

∂

∂ηj

)
= g

(
∂i, ∂

j
)

= δj
i (6.12)

を満たす双対アフィン座標系となる．
3[3] には，アルファ接続に対するリーマン曲率テンソル R

(α)
ijkl

とリーマン接続に対する曲率テンソル Rijkl の間に

R
(α)
ijkl

=
1 − α2

2
Rijkl

の関係があることが述べられている．（証明は載っていない．めんどくさそう!）上式を用いれば α = ±1 で R
(α)
ijkl

= 0 となることは簡単に示
せる．
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補題：双対アフィン座標系 {θi, ηi}に対する計量は

gij = g(∂i, ∂j) = g

(
∂

∂θi
,

∂

∂θj

)
gij = g(∂i, ∂j) = g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂ηj

)
に等しい．計量に関して

gij =
∂ηj

∂θi
=

∂ηi

∂θj

gij =
∂θj

∂ηi
=

∂θi

∂ηj

gijg
jk = δk

i

が成り立つ．

証明：

∂i =
∂

∂θi
=

∂ηk

∂θi

∂

∂ηk
=

∂ηk

∂θi
∂k

を用いれば

gij = g(∂i, ∂j) = g(
∂ηk

∂θi
∂k, ∂j) =

∂ηk

∂θi
g(∂k, ∂j) =

∂ηk

∂θi
δk
j =

∂ηj

∂θi
(6.13)

が成り立つ．ここで，gij は座標変換 (θi) → (ηj)の座標変換のヤコビ行列
(

∂ηj

∂θi

)
である．また，計量は対称で

あるので（内積は順序によらないので）

gij = gji =
∂ηi

∂θj

も成り立つ．

また，

∂i =
∂

∂ηi
=

∂θk

∂ηi

∂

∂θk
=

∂θk

∂ηi
∂k

したがって，

gij = g(∂i, ∂j) =
∂θk

∂ηi
g(∂k, ∂j) =

∂θk

∂ηi
δj
k =

∂θj

∂ηi
(6.14)

である．gij は座標変換 (ηi) → (θj)のヤコビ行列
(

∂θj

∂ηi

)
である．また，計量の対称性から

gij = gji =
∂θi

∂ηj

も成り立つ．最後に

gijg
jk =

∂ηj

∂θi

∂θk

∂ηj
= δk

i

は，ヤコビ行列とその逆行列を乗じているので単位行列になる．

定理 (i)上の補題で述べたごとくn次元指数関数族 (M, g,∇(1),∇(−1))は双対平坦な多様体であり，θ = (θ1, . . . , θn)，
η = (η1, . . . , ηn)をM の双対アフィン座標系とすれば gij と gij は

gij = g

(
∂

∂θi
,

∂

∂θj

)
gij = g

(
∂

∂ηi
,

∂

∂ηj

)
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として計算できる．すると，ある凸関数 ψ(θ)と ϕ(η)が存在し，

gij =
∂2ψ

∂θi∂θj
gij =

∂2ϕ

∂ηi∂ηj

と表され，また，

θi =
∂ϕ

∂ηi
ηi =

∂ψ

∂θi
ψ(θ) + ϕ(η) = θkηk

が成り立つ．ここで，ψ(θ)，ϕ(η)はポテンシャルと呼ばれる．つまり，θiはポテンシャル ϕ(η)の ηiに関する勾

配として，ηj はポテンシャル ψ(θ)の θj に関する勾配として求まるのである．

証明： 関係式：
∂ηi

∂θj
=

∂ηj

∂θi

は連立微分方程式

ηi =
∂ψ

∂θi
i = 1, . . . , n

において，ポテンシャル関数 ψ（凸関数 ψ）が解として存在することの条件である．したがって，式 (6.13)を用
いて，

gij =
∂ηi

∂θj
=

∂2ψ

∂θi∂θj

を得る．また，関係式：
∂θj

∂ηi
=

∂θi

∂ηj

は連立微分方程式

θi =
∂ϕ

∂ηi
i = 1, . . . , n

において，ポテンシャル関数 ϕ（凸関数 ϕ）が解として存在することの条件である．したがって，式 (6.14)を用
いて

gij =
∂θi

∂ηj
=

∂2ϕ

∂ηi∂ηj

を得る．

ここで，ψ + ϕ − θkηk の全微分を計算すると

dψ + dϕ − (dθk)ηk − θk(dηk) =
∂ψ

∂θi
dθi +

∂ϕ

∂ηi
dηi − ηidθi − θidηi = ηidθi + θidηi − ηidθi − θidηi = 0

したがって，ψ + ϕ − θkηk は定数関数である．ポテンシャル関数には定数項の任意性があるので，ポテンシャル

関数に定数を加えることにより

ψ + ϕ − θkηk = 0 (6.15)

とすることができる．

定理 (ii) 指数分布族の多様体は α = 1においてM は双対平坦となる．このとき θ = (θ1, . . . , θn)がアフィン座標
系である．式 (6.11)から

ψ(θ) = log
∫

Ω

exp (θ · u(x)) dx

となるので，この ψ(θ)を用いて，ψ(θ)の 2階偏微分を計算してみれば，

∂2ψ

∂θi∂θj
= Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] = gij (6.16)
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である．

証明：

log p(x|θ) = θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

の両辺を θi と θj で 2回微分すれば，右辺で残るのは ψ(θ)の項だけである．すなわち，

∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ) = − ∂2ψ

∂θi∂θj

である．したがって，

∂2ψ

∂θi∂θj
= Eθ[

∂2ψ

∂θi∂θj
] = −Eθ[

∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)] = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] = gij

である．

追記： ここで，等号：

−Eθ[
∂2

∂θi∂θj
log p(x|θ)] = Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)]

の成立について追加の説明を行う．まず，

Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] =
∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)(
∂

∂θj
log p(x|θ)

)
p(x|θ) =

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) (6.17)

である．ところで，

Eθ

[
∂

∂θi
log p(x|θ)

]
=

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
p(x|θ)

)
=

∂

∂θi

∑
x∈Ω

p(x|θ) = 0

であるので，
∂

∂θj
E

[
∂

∂θi
log p(x|θ)

]
=

∂

∂θj

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ) = 0

である．したがって，

∂

∂θj

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ)

=
∑
x∈Ω

(
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ) +

∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) = 0

であるので，結局，∑
x∈Ω

(
∂

∂θi
log p(x|θ)

)
∂

∂θj
p(x|θ) = −

∑
x∈Ω

(
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

)
p(x|θ) = −Eθ

[
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

]
が成り立つ．式 (6.17)の最右辺に代入して，

Eθ[(∂ilθ)(∂j lθ)] = −Eθ

[
∂2

∂θj ∂θi
log p(x|θ)

]
= Eθ

[
∂2ψ

∂θi∂θj

]
=

∂2ψ

∂θi∂θj

を得る．追記終わり

すなわち，式 (4.29)の右辺はフィシャー計量 gij に等しく，したがって，定理 (i)における双対アフィン座標 θに

対するポテンシャル ψ(θ)は指数関数族の右辺に含まれている ψ(θ)に等しい．（等しいのでそもそも同じ記号 ψを

用いている訳である．）
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もう片方の双対アフィン座標 ηi は

ηi =
∂ψ(θ)
∂θi

=
∂

∂θi
log

∫
exp (θ · u(x)) dx =

∂

∂θi

∫
exp (θ · u(x)) dx∫

exp (θ · u(x)) dx

=
∫

ui(x) exp (θ · u(x) − ψ(θ)) dx =
∫

ui(x)p(x|θ)dx = Eθ[ui(x)] (6.18)

として求まる．ηiは ui(x)の期待値に等しい．ηiは，α = −1の場合のアルファ接続∇(−1)に対するアフィン座標

系である．ηi = Eθ[ui(x)]を期待値座標系と呼ぶ．

ηに対するポテンシャル ϕ(η)を求める．まず，

log p(x|θ) = θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

の両辺の期待値を取れば，

Eθ[log p(x|θ)] = θiE(ui(x)) − ψ(θ) + c(x) = θiηi − ψ(θ) + c(x)

であるので，

θi =
∂

∂ηi
Eθ[log p(x|θ)]

を得る．したがって，

ϕ(η) = Eθ[log p(x|θ(η))]

を得る．つまり，ϕ(η)は確率のエントロピーの符号を変えたものになっている．ポテンシャルは定数の加算に対
する任意性があるので，

ϕ(η) = Eθ[log p(x|θ(η))] − Eθ[c(x)] (6.19)

とすることももちろん可能である．上式はダイバージェンスの導出に用いられる．

6.2.3 スカラー正規分布での計算例

スカラー正規分布における，前節の諸変数の計算例を示す．

スカラー（1次元）正規分布

p(x|θ) =
1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]
を，指数分布族の形式

p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
で表せば，

log p(x|θ) = log
[

1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]]
=

µ

σ2
x − 1

2σ2
x2 −

(
µ2

2σ2
+ log(

√
2πσ)

)
であるので，

c(x) = 0, θ1 =
µ

σ2
, u1(x) = x, θ2 = − 1

2σ2
, u2(x) = x2

であり，

ψ(θ1, θ2) = − (θ1)2

4θ2
+

1
2

log
(
− π

θ2

)
= − (θ1)2

4θ2
− 1

2
log

(
−θ2

)
(6.20)
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である．（定数項は無視した．）

ここで，η座標を求めると，

η1 =
∂ψ

∂θ1
= µ

η2 =
∂ψ

∂θ2
=

1
4

(
θ1

θ2

)2

+
1

2θ2
= µ2 + σ2

である．また，ポテンシャル ϕ(η)は

ϕ(η) = Eθ[log p(x|θ)] = Eθ[− log(
√

2πσ) − (x − µ)2

2σ2
] = − log σ − Eθ[(x − µ)2]

2σ2
= − log σ − σ2

2σ2
= − log σ

ところで，

σ2 = η2 − η2
1

であるので，

ϕ(η1, η2) = −1
2

log(η2 − η2
1)

を得る．ここで，ちなみに，
∂ϕ

∂η1
= −1

2
−2η1

η2 − η2
1

=
µ

σ2
= θ1

∂ϕ

∂η2
= −1

2
1

η2 − η2
1

= − 1
σ2

= θ2

を得る．

σ2 = − 1
2θ2

µ = − θ1

2θ2

となることを参考にして，計量を計算してみると，

g11 =
∂2ψ

∂(θ1)2
= − 1

2θ2
= σ2

g12 = g21 =
∂2ψ

∂θ2∂θ1
= −1

4
(2θ1)(− 1

(θ2)2
) =

1
2

θ1

(θ2)2
= 2µσ2

g22 =
∂2ψ

∂θ2∂θ2
=

∂

∂θ2

(
(θ1)2

4(θ2)2
+

1
2

1
θ2

)
=

(θ1)2

4

(
−2

1
(θ2)3

)
− 1

2
1

(θ2)2
= − 1

2(θ2)2

[
(θ1)2

θ2
+ 1

]
ここで，

1
2(θ2)2

= 2σ4 (θ1)2

θ2
= −2

µ2

σ2

であるので，

g22 = −2σ4

(
−2

µ2

σ2
+ 1

)
= 4µ2σ2 − 2σ4

となる．



153

第7章 統計的推定問題への応用：EMアルゴリズム
の幾何

original：2023-7-18, revised：2023-7-22 and 7-31
前回の説明への補足の節を追加：2023-8-10

EMアルゴリズムの幾何学的解釈を議論する．

7.1 射影定理

7.1.1 KLダイバージェンス

pq

y

K(p||q)

q

図 7.1: KLダイバージェンス.

KLダイバージェンスは以下のように定義される．

K(q‖p) =
∫

q(x) log
q(x)
p(x)

dx =
∫

q(x) [log q(x) − log p(x)] dx

KLダイバージェンスは，距離に近い性質を持っていて，偽距離と呼ばれることもある．，

以前のノートで議論したごとく，指数型分布族は（このノートでは特に断らない限り，指数型分布族を前提にす

る），双対平坦な多様体を構成し，ルジャンドル変換対をなす双対アフィン座標系を持つ．そして，これら座標系

はポテンシャルと呼ばれるある凸関数の微分により与えられる．
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ダイバージェンスとは，図 7.1に示すように，ポテンシャルと呼ばれる凸関数の点 qにおける接平面と，凸関数が

表す曲面との乖離の大きさを点 pで評価したものである．確率分布として指数型分布族を前提にするなら，この

ダイバージェンスは KLダイバージェンスに等しくなる．

この図 7.1から KLダイバージェンスの大事な性質を見て取ることができる，まず，かならずK(q‖p) ≥ 0である
こと．次に，pと qが離れれば離れるほどK(q‖p)は大きな値をとる．これは距離に近い性質である．しかしなが
ら，K(q‖p)の大きさは pと qの距離に比例するわけではないことも見て取れる．さらに，

K(q‖p) 6= K(p‖q)

であることがわかる．

7.1.2 KLダイバージェンスとピタゴラスの定理

q

p

r

m

図 7.2: ピタゴラスの定理説明図

指数型分布族の確率分布の導入： 確率密度分布が

p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + c(x)

)
(7.1)

と表される確率分布の族を指数型分布族と呼ぶ．確率分布のパラメータが θ であり，xが確率変数である．θ =
(θ1, . . . , θn)は指数分布族の自然なパラメータと呼ばれる．指数型分布族では，E[u1(x)], . . . , E[un(x)]が，自然
なパラメータ θに対する双対座標系を構成し，期待値座標系と呼ばれる．期待値座標系を

η = (η1, . . . , ηn) = (E[u1(x)], . . . , E[un(x)])

と記号 ηi で表す．

指数型分布族の空間の 2点 p(x)と q(x)を考える．2つの点の自然座標を θp と θq とする．2点を結ぶ測地線は
（この座標系では平坦なので）

θ(t) = (1 − t)θp + tθq

と表すことができる．これを e-測地線と呼ぶ．同様に，2つの点の期待値座標を ηpと ηq とする．2点を結ぶ測地
線は（この座標系も平坦なので）

η(t) = (1 − t)ηp + tηq
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と表すことができる．これをm-測地線と呼ぶ．

図 7.2に示すように，指数型分布族の空間の 3点 q, p, rを考える．qと pを結ぶm-測地線が，pと rを結ぶ e-測地
線に直交したとする．このとき，

K[q‖r] = K[q‖p] + K[p‖r]

が成り立つ．これは一般化されたピタゴラスの定理と呼ばれる．証明は以前のノート「指数型分布族の多様体と

双対平坦性」参照のこと．

7.1.3 射影定理

q

p

M r

m

e

q

p

M r

m

qq m

(a) (b)

図 7.3: 射影定理.

指数型分布族の空間 S とその部分多様体M が与えられたとする．S 上に点 q が与えられたとする．M の点で q

点に最も近い点を求める問題を考える．ここで，以下の射影定理が成り立つ．

1. 部分多様体M 上の点 pと，その外にある点 qを結ぶm-測地線が，p点でM と直交するとき点 pを qから

M へのm射影と言う（図 7.3 (a)参照）．ここで，M を（親）多様体 S の∇(e)−自己平行部分多様体と仮
定する．すると，M は全測地的部分多様体でもあり，M の任意の 2点間に引いた e-測地線はM に含まれ

る．これは，M も指数型分布族の多様体と仮定したことに等しい．当然ながらM は e-平坦である．さらに，
qのM 上のm射影 pは KLダイバージェンスK(q‖p)を最小にする．

2. 部分多様体M 上の点 pと，その外にある点 qを結ぶ e-測地線が，p点でM と直交するとき点 pを qからM

への e射影と言う（図 7.3 (b)参照）．ここで，M を（親）多様体 S の∇(m)−自己平行部分多様体と仮定
する．すると，M は ∇(m)−全測地的部分多様体でもあり，M の任意の 2点間に引いた m-測地線はM に

含まれる．これは，M を混合型分布族の多様体と仮定した事に等しい．したがって，M はm-平坦である．
さらに，qのM 上の e射影 pは KLダイバージェンスK(p‖q)を最小にする．

証明： １）の証明を行う．部分多様体M の外に点 qを仮定し，pは qの（M への）m-射影とする．rをM 上

の任意の点とする．（M は全測地的部分多様体であるので，rと pを結ぶ e-測地線はM に含まれ，（仮定より）こ

の測地線は qと pを結ぶm-測地線と pで直交する．したがって，ピタゴラスの定理より，

K[q‖r] = K[q‖p] + K[p‖r] ≥ K[q‖p]

が成り立つ．つまり，K[q‖r]は rが pに等しいときに最小になり，最小値K[q‖p]を持つ．
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次に，２）の証明を行う．この場合，rと pを結ぶのが m-測地線で，p, q 間が e-測地線であるので，ピタゴラス
の定理は

K[r‖q] = K[r‖p] + K[p‖q] ≥ K[p‖q]

となる．したがって，K[r‖q]は r = pのとき最小で，最小値K[p‖q]を持つ．証明終

7.1.4 統計的推定

q=p(y)

p=p(x|θ)

M 

m

図 7.4: 推定の幾何学的解釈.

統計的な推定は S（Sは指数型分布族とする）上のデータ点からモデルの空間M への射影と解釈できる．今，デー

タ y が観測されたとする．このデータを得る確率は p(y)であり，S の中で点 q = p(y)が観測データを表す点で
ある．

一方のモデル多様体M は S の e-平坦な部分多様体であると仮定する．これはM に対しても指数型分布族を仮定

したことと等価である．

M = {p(x|θ) : θ ∈ Θ}

とする．ここで，Θはパラメータの定義域である．統計的推定とは，与えられた観測データから，観測データを
生成した確率分布 p(x|θ̂)を推定する問題である．言い換えると，モデル多様体M 上で，観測データを表す確率

分布 q = p(y)に最も近い点をもとめる問題である．

すると，図 7.4に示すように，この推定は点 qをm-射影によりモデルM に射影することに等しい．なぜならば，

ピタゴラスの定理から qのm-投影 pは KLダイバージェンスK[q‖p]を最小にする p = p(x|θ)として求まる．し
たがって，パラメータの推定解は

θ̂ = argmin
θ

K[p(y)‖p(x|θ)]

として求まる．

つまり，幾何学的には q = p(y)からM へ下したm-測地線（垂線）の足 pを求める．点 pに対応した確率分布が，

p = p(x|θ̂) である．（図 7.4参照のこと．）この θ̂が最尤推定解に等しいことは第 7.1.7節で示す．
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7.1.5 データ多様体

EMアルゴリズムにおいては，前提として，全てのデータが計測されずに未計測のデータが存在する．計測され
たデータを yとして，未計測データを xとする．そして，{x,y}を完全データと呼ぶ．（我々にとってなじみ深い
信号源再構成問題では，y がセンサーデータ，xがボクセルデータであり，θ はハイパーパラメータと呼ばれる．

ハイパーパラメータを推定するのに EMアルゴリズムが用いられるが，このときボクセルデータ xを未知の計測

データと考える．）

完全データに対する確率分布の空間

D = {q(x, y)}

をデータ多様体と呼ぶ．未計測データ xが存在しない場合には，データ多様体は 1点 {q(y) : q(y) = p(y)}で構
成される．しかしながら，観測されていないデータ xが存在する場合，可能性のある xに対して，q(x, y) をすべ
て集めたものは，S の部分多様体Dになる．ここで，q(x,y) = p(y)q(x|y)として，データ多様体を

D = {p(y)q(x|y)}

と表す．ここで，計測されていない量に対する確率分布が q(x|y)である．p(y)は，観測値 y が定める y の分布

で，y0 が観測値ならば形式的に

p(y) = δ(y − y0)

とする．これは，経験分布とか呼ばれる確率分布で，観測データとして独立なN 個の計測値 y1, . . . , yN が求まっ

た場合には

p(y) =
N∑

i=1

δ(y − yi)

とする．経験分布とは，既に起きてしまった事に対する確率分布を「無理やり」定義したものである1．すると，

データ多様体は

D = {q(x, y) : q(x, y) =
N∑

i=1

δ(y − yi)q(x|y), x ∈ Ωx}

と表すことができる．ここで，Ωxは計測されなかったデータの存在する領域である．上式で，q(x, y)は確率分布
q(x|y)の線形結合で表されるためDは混合型分布族の部分多様体である．

7.1.6 emアルゴリズム

未計測のデータ xが存在するというシナリオにおいては，モデルパラメータ θの推定のためにはデータの未計測

部分 xをも推定しなければならない．この xと θの同時推定のために，データ多様体Dとモデル多様体M を交
1このように定義すると，まず，y が yj を中心とした微小区間にある確率は

p(yj − ∆ < y < yj + ∆) =

N∑
i=1

∫ yj+∆

yj−∆

δ(y − yi)dy =

∫ yj+∆

yj−∆

δ(y − yj)dy = 1

であるので，計測されたデータを得る確率は

p(y1 − ∆ < y < y1 + ∆, . . . , yN − ∆ < y < yN + ∆) =

N∏
i=1

p(yi − ∆ < y < yi + ∆) =

N∏
i=1

∫ vyi+∆

vyi−∆

δ(y − yi)dy = 1

となる．経験分布とは，既に起きてしまった事に対する確率が 1，それ以外のことが起こる確率 0 となる分布であり，言い換えると，「既に起
きてしまったことは必ず起こり，起きなかったことは絶対に起きない」を表す確率分布である．
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互に射影することで最近接点を求めるアルゴリズムが存在し，emアルゴリズムと呼ばれる．（この言葉は e-射影と
m-射影を交互に折り返す事からきている．図 7.5参照．）ただし，このノートで示すように，このアルゴリズムは
EMアルゴリズムに等しく，EMアルゴリズムを通常の視点とは異なる視点で見たものに過ぎない．

emアルゴリズムの手順は以下の通りである．

図 7.5: emアルゴリズム概念図

1. モデル多様体上に適当な初期値 θを選ぶ．これは，M 上に初期位置 P を P = p(x, y|θ)と選んだ事に対応
する．

2. M 上の点 P = p(x, y|θ)に対するデータ多様体D上の e-射影Qを求める．（ここで，Dは混合型分布族であ

りm-平坦である．）すなわち，Qは，P から引いた e-測地線がDと直交する点，つまり，点 P からデータ

多様体Dへ垂線を下した垂線の足が Qである．これは，q(x, y) = p(y)q(x)として，

q̂(x) = argmin
q(x)

K[p(y)q(x) ‖ p(x,y|θ)] = argmin
q(x)

∫
dydxp(y)q(x)[log[p(y)q(x)] − log p(x, y|θ)]

から q̂(x)を求める事に対応する．ここで，p(y)q̂(x)がD上の点Qを表している．このステップは e-ステッ
プと呼ばれる．

3. 次に D上の点 Qから，M におろした m-射影を求め，これを新しい P として P を更新する．（ここで，モ

デル多様体M は指数型分布族を仮定する．したがって，e-平坦である．）すなわち，この新しい P は Qか

ら引いた m-測地線がM と直交する点である．つまり，QからM へ下した垂線の足が P である．これは，

ステップ 2で求まった q̂(x)を q(x)として，

θ̂ = argmin
θ

K[p(y)q(x)‖p(x, y|θ)] = argmin
θ

∫
dydxp(y)q(x)[log[p(y)q(x)] − log p(x, y|θ)]

を求め，上式で求まった θ̂を新しい θの値としてアップデートする事に対応する．このステップはm-ステッ
プと呼ばれる．

4. 新しい θの値を用いてステップ 2に戻り，上に述べた e-射影とm-射影のステップを繰り返す．
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7.1.7 emアルゴリズムとEMアルゴリズムの等価性

eステップ（Eステップ）

まず，現在のパラメータ θが (k − 1)回の更新の結果，θ(k−1)であったとする．このパラメータを持った確率分布

が表す，モデル多様体M の点 P は p(x,y|θ(k−1))で表される．この P に対するデータ多様体D上の e-射影Qを

求める．点 Qを表す確率分布 p(y)q(x)は KLダイバージェンスを

K[p(y)q(x) ‖ p(x,y|θ(k−1))] =
∫

dydxp(y)q(x)[log[p(y)q(x)] − log p(x,y|θ(k−1))] (7.2)

と定義して，この KLダイバージェンスを最小とする q(x)として，つまり，

q̂(x) = argmin
q(x)

K[p(y)q(x) ‖ p(x,y|θ(k−1))]

から求める．これは，q(x)と p(x, y|θ(k−1))間の KLダイバージェンスを

K[q(x), p(x, y|θ(k−1))] =
∫

dxq(x)[log q(x) − log p(x, y|θ(k−1))] (7.3)

と定義して，

q̂(x) = argmin
q(x)

K[q(x), p(x, y|θ(k−1))]

を計算するのと等価である．（なぜならば，p(y)は経験分布であるので，yに関する積分は yの計測値を yに代入

することに等しいだけである．）

若干長い導出（この導出は第 7.1.7節に示す）の後，この q̂(x)は

q̂(x) =
p(x, y|θ(k−1))

p(y|θ(k−1))
= p(x|y, θ(k−1)) (7.4)

と求まる．すなわち，式 (7.3)に示す KLダイバージェンスの最小化により，その時点でのパラメータの推定値
θ(k−1) を用いた事後分布 p(x|y,θ(k−1))が求まる．すなわち，この e-ステップは EMアルゴリズムの Eステップ
に等しい．

mステップ（Mステップ）

確率分布 q̂(x) = p(x|y, θ(k−1)) で表されたデータ多様体 D上の点 Qに対応した，M 上のm-射影を求め P を更

新する．この計算は Eステップで求まった q̂(x) = p(x|y, θ(k−1))を用いて，

θ̂ = argmin
θ

K[p(y)q̂(x)‖p(x, y|θ)] = argmin
θ

K[p(y)p(x|y, θ(k−1))‖p(x, y|θ)]

を計算するのであるが，（yに関する積分は yの計測値を yに代入することに等しいので，）結局，KLダイバージェ
ンスを

K[p(x|y, θ(k−1)), p(x, y|θ)] =
∫

dxp(x|y, θ(k−1))[log p(x|y,θ(k−1)) − log p(x, y|θ)] (7.5)

として，これを最小とする θを求める事に等しい．すなわち，

θ(k) = argmin
θ

K[p(x|y, θ(k−1)), p(x,y|θ)] (7.6)
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として，パラメータ θを θ(k−1) → θ(k) とアップデートする．

このとき，上式右辺の KLダイバージェンスを以下のように変形する．まず，平均データ尤度 Φ(θ)が

Φ(θ) =
∫

dxp(x|y, θ(k−1)) log p(x, y|θ) (7.7)

で表されることに留意する．また，事後確率分布に関するエントロピーH[p(x|y, θ(k−1))]は

H[p(x|y, θ(k−1))] = −
∫

dxp(x|y,θ(k−1)) log p(x|y, θ(k−1)) (7.8)

となるので，式 (7.6)に示す KLダイバージェンスは，

K[p(x|y, θ(k−1)), p(x, y|θ)] = −Φ(θ) −H[p(x|y,θ(k−1))] (7.9)

と表される．つまり，この KLダイバージェンスは，平均データ尤度とエントロピーの和に −符号を付けたもの
として表すことができる．

ここで，エントロピーの項は θ を含まないので，θ に関する最小化には関係しない．したがって，KLダイバー
ジェンスK[p(x|y, θ(k−1)), p(x,y|θ)]を最小とするパラメータ θの値は，平均データ尤度 Φ(θ)を最大とする θの

値に等しい．すなわち，この過程は EMアルゴリズムのMステップに等しい．

まとめ

以上をまとめると，モデル多様体M 上の点 P：p(x, y|θ(k−1))に対応したデータ多様体 D上の e-射影 Qに対応

する確率分布 q(x)は，その時点でのハイパーパラメータ θの推定値 θ(k−1)を用いた事後分布 p(x|y, θ(k−1))に等
しい．すなわち，事後分布 p(x|y, θ(k−1))を求めるこのステップは EMアルゴリズムの Eステップに等しい．

次に，データ多様体D上の点Q：p(x|y, θ(k−1)) に対応したモデル多様体M 上のm-射影を求め，新しい P とし

て更新する．このときの更新されたパラメータ値 θ(k) は，事後分布 p(x, y|θ(k−1))に関する平均データ尤度を最
大とする θに等しい．すなわち，これは EMアルゴリズムのMステップに等しい．

このように eステップとmステップを交互に繰り返す emアルゴリズムは EMアルゴリズムと全く等価である．

ここで，K 回目の e-ステップ終了時点では，q(x)は事後分布 p(x|y, θ(k−1))に等しくなるため，この時点でのKL
ダイバージェンスは

K[p(x|y, θ(k−1)), p(x, y|θ(k−1))] =
∫

dxp(x|y, θ(k−1))[log p(x|y, θ(k−1)) − log p(x, y|θ(k−1))]

= −
∫

dxp(x|y,θ(k−1)) log
p(x, y|θ(k−1))

p(x|y, θ(k−1))
= −

∫
dxp(x|y, θ(k−1)) log p(y|θ(k−1))

= − log p(y|θ(k−1))
∫

dxp(x|y, θ(k−1)) = − log p(y|θ(k−1)) (7.10)

となる．すなわち，e-ステップ終了時点では，KL ダイバージェンスの値は，周辺尤度 log p(y|θ(k−1)) に − 符
号をつけたものに等しくなっている．したがって，KLダイバージェンス最小で求めた推定解はこの時点で尤度
log p(y|θ(k−1))を最大とする推定解である．したがって，em(EM)アルゴリズムの更新が進む中で推定解は最尤推
定解に収束していくことがわかる．
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式 (7.4)の導出：

汎関数K[q(x), p(x,y|θ(k−1))]を関数 q(x)に関して最大とするのだが，関数 q(x)はそもそも確率分布であるため
制約条件，

∫ ∞
−∞ q(x)dx = 1 が存在する．したがって，この最適化問題は

q̂(x) = argmax
q(x)

K[q(x), p(x, y|θ(k−1))] subject to
∫ ∞

−∞
q(x)dx = 1 (7.11)

となる．制約付き最適化問題であるので，ラグランジェ未定定数法を用いて無制約最適化問題に置き換えて解く．

つまり，ラグランジェ未定定数を γ として，ラグランジアンを

L[q, γ] = K[q(x), p(x, y|θ(k−1))] + γ

[∫ ∞

−∞
q(x)dx − 1

]
=

∫ ∞

−∞
dxq(x)[log p(x,y|θ(k−1)) − log q(x)] + γ

[∫ ∞

−∞
q(x)dx − 1

]
(7.12)

と定義する．そして，L[q, γ]を q(x)と γ について微分しゼロと置くことにより最適解を求める．

まず，q(x)について汎関数 L[q, γ]の微分を行い，その微係数をゼロとすれば，

∂L[q(x), γ]
∂q(x)

= log p(x, y|θ(k−1)) − log q(x) − 1 + γ = 0 (7.13)

を得る．また，L[q, γ]を γ について微分し，その微係数をゼロとすれば，

∂L[q(x), γ]
∂γ

=
∫ ∞

−∞
q(x)dx − 1 = 0 (7.14)

を得る．式 (7.13)から，
q̂(x) = eγ−1p(x, y|θ(k−1)) (7.15)

を得，また式 (7.14)から，∫ ∞

−∞
q(x)dx = eγ−1

∫ ∞

−∞
p(x, y|θ(k−1))dx = eγ−1p(y|θ(k−1)) = 1 (7.16)

となるので，したがって，

eγ−1 =
1

p(y|θ(k−1))
(7.17)

を得る．式 (7.15)に代入すれば，結局，

q̂(x) =
p(x, y|θ(k−1))

p(y|θ(k−1))
= p(x|y, θ(k−1))

すなわち，式 (7.4) を得る．

7.2 前回の説明への補足

7.2.1 前回の説明の問題点

指数型分布族の多様体 Sを考え，その内部に部分多様体M を考える．前回の emアルゴリズムの議論で出てきた
モデル多様体やデータ多様体がこれに該当する．前回の議論において，「S は指数型分布族であるので双対平坦で
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あるので，M も S に含まれる部分多様体であるので，双対平坦である」と説明したがこれは間違いである．部分

多様体は，それが含まれる（親）多様体のすべての性質を引き継ぐものではない．

以下，部分多様体の持つ性質について説明を行う．

7.2.2 部分多様体の定義

定義 m,nは自然数（m < n）とする．n次元多様体N の部分集合M がN のm次元部分多様体であるとは，M

の任意の点 pの周りに，N の座標近傍 (U ;x1, . . . , xn)が取れて，M ∩ U では xm+1 = · · · = xn = 0となること
である．このような座標近傍が見つけられる場合，M はN の部分多様体である．要するに，局所座標系を選べば

(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)と表せるようなN の点の集合が，N の部分多様体である．

例 1 N = R2 としたとき，y = x2 のグラフ上の点M はN の部分多様体である．なぜなら，

ξ = x

η = y − x2

とすれば，M の点は必ず (ξ, 0)を満たす．

例 2 N = R3 の部分集合である半径 aの球面M は N の部分多様体である．この場合

M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = a2}

である．簡単のため第 1象限だけで考えて，N の標準座標 (x, y, z)に対して，

r =
√

x2 + y2 + z2

θ = arccos(z/r)

φ = arctan(y/x)

で決まる (θ, φ, r)座標を考え，さらに ξ = r−aとした座標 (θ, φ, ξ)を考える．この座標系でM 上の点は (θ, φ, ξ) =
(θ, φ, 0)と表されるので，M はN の部分多様体である．

7.2.3 部分多様体における座標系と計量

座標系：親多様体 N の点を (U : x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) と表す局所座標系において U ∩ M の各点は

(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)と表されるすれば，U ∩ M : (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)が，M の点を Rm の各点 (x1, . . . , xm)
に対応付ける局所座標系になっている．

計量：親多様体N が計量 gを持ったリーマン多様体である場合，M の計量を g̃とすると，g̃は

g̃(v,w) = g(v, w) v, w ∈ TpM (7.18)

として自然に定義できる．ここで，TpM ⊂ TpN は成り立っていて v,w ∈ TpN であることを用いている．つまり

（親）多様体からの誘導計量として部分多様体の計量を自然に定義できる．（“自然に”とは「（親）多様体の計量を
そのまま使ってしまえ」と言うこと．）
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7.2.4 部分多様体における接続

N にアフィン接続が入っているものとする．M のベクトル場X,Y ∈ X(M)はN のベクトル場でもあるので，N

の接続∇を使って
∇XY

を計算することはできる．しかし，M の各点 p ∈ M で，(∇XY )pはN の接ベクトルになっても，M の接ベクト

ルになる保証はない．つまり，一般的には部分多様体に自然に接続を誘導できない．（「（親）多様体の接続をその

まま使ってしまえ」と言うことはできない．）

これのわかりやすい例が，3次元ユークリッド空間 N に埋め込まれた 2次元球面M の場合である．この 2次元
球面は 3次元ユークリッド空間 N の部分多様体である．M の計量を式 (7.18)に示す誘導計量で定義すると，N

の接続 ∇を用いた場合，p ∈ M に対して，(∇XY )p は，一般的には球面の接平面にはおさまらず，M の接空間

からはみ出してしまう．

しかしながら，(∇XY )pがM の接ベクトルにもなっている部分多様体が存在する．このような多様体を自己平行

部分多様体と呼ぶ．

定義–自己平行部分多様体： N をアフィン接続 ∇ を持つ多様体，M を N の部分多様体とする．∀p ∈ M と

X,Y ∈ X(M)に対して，
(∇XY )p ∈ TpM

であるとき，M は接続∇に対するN の自己平行部分多様体と呼ぶ．（親多様体N の接続が，N の部分多様体M

でも使用可能であるようなM をこう呼ぶ．）

関連のある次の概念も導入する．

定義–全測地的部分多様体： N をアフィン接続 ∇を持つ多様体，M を N の部分多様体とする．∀p ∈ M，およ

び，p(0) = pかつ ṗ(0) ∈ TpM を満たすN の任意の∇−測地線 p(t)が，十分小さなすべての tに対して p(t) ∈ M

となるとき，M は接続∇に関するN の全測地的部分多様体であるという．

部分多様体が全測地的であるとは，p ∈ M を通り，pでM に接するN の測地線が pの周辺でもM の中に留まっ

ていると言うことである．

「自己平行」であることと「全測地的」であることの関係に関して，次の 2つの定理がある．

定理N をアフィン接続∇を持つ多様体，M をN の部分多様体とする．M が自己平行であるなら，M は全測地

的である．

証明： M が自己平行であるとは，N のある座標近傍 (U ; x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn) において，M ∩ U では

(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)なり，このとき接続係数 Γk
ij が, 全ての i, j = 1, . . . ,mとm + 1 ≤ k ≤ nに対してM 上で

Γk
ij = 0となることを意味する．

したがって，N の測地線方程式は

ẍk(t) + Γk
ij (p)ẋi(t)ẋj(t) = 0

であるが，m + 1 ≤ k ≤ nに対して Γk
ij = 0なので，

ẍk(t) = 0 (k = m + 1, . . . , n)

である．この常微分方程式の解は積分定数を A,C として，

xk(t) = At + C
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であるが，m + 1 ≤ k ≤ nに対して，初期条件は

xk(0) = 0 ẋk(0) = 0

であるので2，結局，m + 1 ≤ k ≤ nに対して

xk(t) = 0

を得る．これは，測地線がM 上に存在する事を意味する．

この定理の逆は成り立たないが，N の捩率がゼロである場合には，逆が成り立つ．

定理 N をアフィン接続∇を持つ多様体，M を N の部分多様体とする．N の捩率がゼロ，かつ，M が全測地的

であるなら，M は自己平行である．

証明： M を局所的に (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)と表す N の座標近傍 (U ;x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn)を用いる．

M が全測地的であることから，p ∈ M を通り，ṗ(0) ∈ TpM を満たす，N の測地線は全ての tに対して恒等的に

xk(t) = 0 (m + 1 ≤ k ≤ n)

を満たす．したがって，m + 1 ≤ k ≤ nに対して ẍk(t) = 0であるので，測地線方程式は

Γk
ij (p(t))ẋi(t)ẋj(t) = 0 (m + 1 ≤ k ≤ n)

となる．i, j に関する和の範囲を 1 ≤ i, j ≤ mに制限し，t = 0とすれば，任意の p = p(0)において

m∑
i,j=1

Γk
ij (p(0))ẋi(0)ẋj(0) =

m∑
i<j,i=1

(
Γk

ij (p) + Γk
ji (p)

)
ẋi(0)ẋj(0) = 0 (m + 1 ≤ k ≤ n)

となる，これが任意の ẋi(0)（i = 1, . . . ,m）について成り立つので，結局，各係数がゼロ，すなわち

Γk
ij (p) + Γk

ji (p) = 0

が成り立つ．ここで，捩率 T = 0より，
Γk

ij (p) = Γk
ji (p)

であるので，上 2つの式より，∀p ∈ M において

Γk
ij (p) = 0 (i, j = 1, . . . ,m) (k = m + 1, . . . , n)

が成り立つ．これは，M が自己平行であることを意味している．証明終

N が∇−平坦であるとき，N の部分多様体M が自己平行となるための条件がN のアフィン座標系を用いて次の

ように簡単に書ける．

定理N をアフィン接続∇に関して平坦な n次元多様体として，そのアフィン座標系を (xi)とする．N のm次元

部分多様体M が自己平行となるための必要十分条件はM が N のアフィン座標系 (xi) のアフィン部分空間に対

2測地線はM 上の任意の点から引くと言う仮定なので，xm+1, . . . , xn はゼロである．また，これら座標の値はM 上の任意の位置でゼロ
に固定なので ẋm+1, . . . , ẋn もゼロである．
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応すること，すなわち，M のある局所座標 (ξa)と N のアフィン座標系 (xi)が

x1

...
xm

xm+1

...
xn


= A


ξ1

...
ξm

 + b (7.19)

の関係で結ばれていることである．ここで，Aは n × mの行列で，rank(A) = mであり，b ∈ Rm×1 である．

証明： 必要条件「M が自己平行なら，式 (7.19)に示す (ξa)が存在する」を示す．

まず，N は平坦である．したがって，M が自己平行なら，M も平坦である．（つまり，M に誘導された接続 ∇̃の
曲率も捩率もゼロである．）したがって，M 自身，∇̃アフィン座標系を持つ．それを (ξa)とする．M 上で (xi)は
(ξa)の関数である．

(ξa)はアフィン座標系であるので，
∇̃∂a∂b = ∇∂a∂b = Γc

ab ∂c = 0

である．（ここで，∇∂a∂bの意味がよくわからない．）M 上で (ξa)は (xi)の関数であるので，Γc
ab ∂cを (xi)を使っ

て表す．まず，良く知られた公式：

Γk
ij =

∂ξa

∂xi

∂ξb

∂xj

∂xk

∂ξc
Γc

ab +
∂2ξc

∂xi∂xj

∂xk

∂ξc

を座標系を逆にすれば

Γc
ab =

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij +
∂2xk

∂ξa∂ξb

∂ξc

∂xk
(7.20)

を得る．したがって，

Γc
ab ∂c =

(
∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb

∂ξc

∂xk
Γk

ij +
∂2xk

∂ξa∂ξb

∂ξc

∂xk

)
∂c =

(
∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb
Γk

ij +
∂2xk

∂ξa∂ξb

)
∂ξc

∂xk
∂c = 0

が成り立つ．ここで，(xi)は N のアフィン座標系であるので，Γk
ij = 0である．したがって，結局

∂2xk

∂ξa∂ξb
= 0

が成り立つ．ここで，k = 1, . . . , n，a, b = 1, . . . ,mである．したがって，各 kについて，

∂xk

∂ξa
= C

xk = Caξa + Ba (aでは和をとらない)

を得るので，a = 1, . . . ,mまで加えてmで割れば，

xk =
1
m

C1ξ
1 + · · · + 1

m
Cmξm +

1
m

(B1 + · · · + Bm)

となり，式 (7.19)を得る．

次に，十分条件「式 (7.19)に示す (ξa)が存在すればM は自己平行である」を示す．
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式 (7.19)に示す (ξa)の接続 Γc
ab は，式 (7.20)より，

∇∂a∂b = Γc
ab ∂c =

(
∂2xk

∂ξa∂ξb
+

∂xi

∂ξa

∂xj

∂ξb
Γk

ij

)
∂k

と書ける．(xi)は N のアフィン座標系であるので，Γk
ij = 0である．さらに，式 (7.19)に示す線形な関係から

∂2xk

∂ξa∂ξb
= 0が成り立つ．したがって，

∇∂a∂b = 0

が言える．すなわち，ξaはアフィン座標系であるので，部分多様体M は平坦である．よってすべての p ∈ M で，

(∇∂a∂b)p ∈ TpM であるので，M は自己平行である．

最後の太字部分の論理展開は「なんか変」．結局ここでは，N が平坦ならば，ξa は平坦な座標系（アフィン座標

系）となることを証明している．したがって，式 (7.19)に示す線形な関係があれば，（M は自己平行であると言う

よりは）M は平坦であると言っていいのではないか? もちろん，M が平坦ならば，自己平行であることは間違い

ではないのであるが，「平坦性」は「自己平行性」より強い要請なので，「なんか変」と感じざるを得ない．

7.2.5 ∇e−自己平行部分多様体

統計多様体 (S, g,∇e,∇m)の部分多様体を考える．ここで，S は指数型分布族とする．g はフィシャー計量，∇e

と∇m の双対接続を持つ統計多様体を仮定する．ここで，指数型分布族とは，

p(x|θ) = exp
(
θiui(x) − ψ(θ) + C(x)

)
と表される確率分布族 {p(x|θ) : θ ∈ Θ} を指数型分布族と呼ぶ．ここで，k 次元の場合，k + 1 個の関数
u1(x), . . . , uk(x), 1は 1次独立に選ぶ．

このとき，次の定理が成り立つ．

定理 Sの部分多様体M に対し，M が∇e−自己平行部分多様体であるための必要十分条件はM が指数型分布族

であることである．

S は指数型分布族としているので，自然座標系に関して双対平坦である．したがって，M が ∇e−自己平行部分
多様体であるための必要十分条件はM が S のアフィン座標系を用いて式 (7.19)のように表せることである．

証明： まず，M が指数分布族であれば，M は∇(e)−自己平行部分多様体であることを示す．

M が指数分布族であれば，p ∈ M は自然座標系を ξi として，

log p(ω) =
k∑

i=1

ξiFi(ω) − ψ′(θ)

と表され，また，当然 p ∈ S であるので，S の自然座標系 θi を用いて，

log p(ω) =
n−1∑
i=1

θiδi(ω) − ψ(θ)

と表される．したがって，
k∑

i=1

ξiFi(ω) =
n−1∑
i=1

θiδi(ω) + (ψ(θ) − ψ′(θ))
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が成り立つ．ここで，Fi(ω)は δi(ω)（i = 1, . . . , n）の線形結合で表すことができる．したがって，自然座標系 θi

と ξj は 
θ1

...
θn

 = A


ξ1

...
ξk

 + b

と表すことができる．Aは n × kの係数行列であり，bは定数ベクトルである．すなわち，これは式 (7.19)であ
り，自己平行部分多様体であることが示される．ここで，θは∇(e)−アフィン座標系であるので，M は∇(e)−自
己平行部分多様体である．

つぎに，逆方向．M が∇(e)−自己平行部分多様体であれば，M が指数型分布族であることを示す．

(省略）上に述べた証明を逆にたどる．面倒なので省略．

7.2.6 ∇(e)−自己平行部分多様体の双対平坦性

M を S の∇(e)−自己平行部分多様体とすると，M 上には（自然に）計量 g̃と接続 ∇̃(e) が誘導される．

すなわち，計量は標準的な誘導計量

g̃p(v, w) = gp(v, w) (v, w ∈ TpM)

を用いる．（TpM ⊂ TpN であるので，v, w ∈ TpN でもある．）

接続は，M のN から誘導された接続 ∇̃を

g̃(∇̃XY , Z) = g(∇XY , Z) (X, Y , Z ∈ X(M))

から決める．

M 上に計量 g̃と接続 ∇̃(e) が誘導されると，

X g̃(Y , Z) = g̃(∇̃(e)
X Y , Z) + g̃(Y , ∇̃∗

XZ)

から，M の双対接続 ∇̃∗を導入する．すると，(g̃, ∇̃(e), ∇̃∗)はM の双対構造となる．M が ∇̃(e)−自己平行であっ
たから，M の ∇̃(e)−曲率はゼロであるので，M の ∇̃∗−曲率もゼロである．ここで，S の∇(m)−捩率はゼロで
ある．∇̃∗

XZ は ∇(m)
X Z をM の接空間に gで投影したものであるのでM の ∇̃∗−捩率もゼロとなる．結局M は

誘導された双対構造 (g̃, ∇̃(e), ∇̃∗)に関して双対平坦な多様体となる．

このとき，正準パラメータ θはM の ∇̃(e)−アフィン座標系となっている．それでは，∇̃∗−アフィン座標系はど
う求まるのであろうか．

7.2.7 ∇(e)−自己平行部分多様体の ∇̃∗−アフィン座標系

S の∇(e)−自己平行部分多様体は指数型分布族

M = {p(ω) ∈ S : log p(ω) = C(ω) +
k∑

i=1

θiFi(ω) − ψ(θ)}
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である．ここで，正準パラメータ θi はM の ∇̃(e)−アフィン座標系となっている．これに対し，

ηi = E[Fi(ω)] =
∑
ω∈Ω

p(ω)Fi(ω)

とすれば，{(θi), (ηi)}は双対構造 (g̃, ∇̃(e), ∇̃∗)に対する双対アフィン座標系を成す．

証明：写像 θ 7→ ηのヤコビ行列は，

∂ηi

∂θj
=

∑
ω∈Ω

(∂jp(ω))Fi(ω) =
∑
ω∈Ω

(∂jp(ω)) (∂i log p(ω) + ∂iψ(θ)) =
∑
ω∈Ω

(∂jp(ω)) (∂i log p(ω)) = g̃ij

となって，ヤコビ行列は計量に等しい．計量は正定値なので，ヤコビ行列も正定値であるので，ηiは θiから導入

可能な座標系である．

さらに，

g̃ij = g̃(∂i, ∂j) = g̃(∂i,
∂ηk

∂θj
∂k) = g̃(∂i, ∂

k)
∂ηk

∂θj
= g̃(∂i, ∂

k)g̃kj

であるので，

g̃(∂i, ∂
k) = δk

i

が導かれる．つまり，ηi は θi の双対座標系である．

さらに，

0 =
∂

∂η`
tg(∂i, ∂

k) = g̃(∇̃(e)

∂` ∂i, ∂
k) + g̃(∂i, ∇̃∗

∂`∂
k) = g̃(∂i, ∇̃∗

∂`∂
k)

が成り立つ．　（ただし，∇̃(e)

∂` ∂i = 0の理由不明．) 上式が，任意の iで成り立つので，

∇̃∗
∂`∂

k(= Γα
`k

∂

∂ηα
) = 0

を得る．したがって，∇̃∗
∂`∂

k = 0は全ての αで接続係数 Γα
`k がゼロとなることを意味する．したがって，ηi は

接続 ∇̃∗ に対するアフィン座標系である．証明終

7.2.8 ∇m−自己平行部分多様体

混合型分布族：確率分布が

p(ω) =
n∑

i=1

ηipi(ω) +

(
1 −

n∑
i=1

ηi

)
p0(ω)

で表される確率分布族M = {p(ω|η) : η ∈ H}を混合型分布族という．ここで，p0, p1, . . . , pn は 1次独立である
とする．

次の定理が成り立つ．

定理 S の部分多様体M に対して，M が∇(m)−自己平行部分多様体であるための必要十分条件は，M が混合型

分布族であることである．
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証明： 指数型分布族の場合とほとんど同じようにして証明できる．M が混合型分布族であれば，M の座標系を

ζi として，p ∈ M は

p(ω) =
k∑

i=1

ζip̃i(ω) +

(
1 −

k∑
i=1

ζi

)
p̃0(ω)

と表され，また，当然ながら p ∈ S であるので，S の座標系 ηi を用いて，

p(ω) =
n∑

i=1

ηipi(ω) +

(
1 −

k∑
i=1

ηi

)
p0(ω)

と表される．したがって，
k∑

i=1

ζip̃i(ω) =
n∑

i=1

ηipi(ω) + C

が成り立つ．ここで，C は，座標に依存しない定数項を表した．p̃i(ω)は pi(ω)の線形結合で表されるため，結局，
座標系 ηi と ζi の関係は 

η1

...
ηn

 = B


ζ1

...
ζk

 + c

の形で表すことができる．Bはある n×kの行列であり，，cは定数ベクトルである．したがって，M は Sの∇(m)−
自己平行部分多様体である．

反対に，M が∇(m)−自己平行部分多様体であれば，座標系 ηi と ζj に上式の関係が成り立つので，M は混合型

分布族である．詳細は省略．

7.2.9 Appendix：第 7.2.8節の定理ー文献 [2]の証明

第 7.2.8節において次の定理：

定理 Sの部分多様体M に対し，M が∇e−自己平行部分多様体であるための必要十分条件はM が指数型分布族

であることである．

を証明した．

この証明は，ほぼ文献 [1]によったものであるが，[2]では以下のように記載されている．

[2]の証明――S は指数型分布族と仮定しているので，S を構成する確率分布 p(ω)は

p(ω) = exp

[
C(ω) +

n∑
i=1

θiFi(ω) − ψ(θ)

]

ここで，M を S の部分多様体とする．

まず，M が指数分布族と仮定する．このとき，同じ元はM の元として，この場合の自然座標 ζ を用いて，k ≤ n

として

q(ω) = p(ω) = exp

[
D(ω) +

k∑
a=1

ζaFa(ω) − ψ′(ζ)

]
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と表せる．したがって，

C(ω) +
n∑

i=1

θiFi(ω) − ψ(θ) = D(ω) +
k∑

a=1

ζaFa(ω) − ψ′(ζ)

が成り立つ．両辺を ζb で微分すれば，

n∑
i=1

∂θi

∂ζb
Fi(ω) −

n∑
i=1

∂ψ(θ)
∂θi

∂θi

∂ζb
= Fb(ω) − ∂ψ′(ζ)

∂ζb

すなわち，
n∑

i=1

(
Fi(ω) − ∂ψ(θ)

∂θi

)
∂θi

∂ζb
= Fb(ω) − ∂ψ′(ζ)

∂ζb

ここで，関数 F1(ω), . . . , Fn,1は 1次独立である．したがって，任意の i, bに対して，
∂θi

∂ζb
は定数関数となる．ど

うして??

したがって，θ1, . . . , θnは ζ1, . . . , ζk の 1次式で表される．したがって，M は S の∇(e)−自己平行多様体である．

7.3 感想

EMアルゴリズムをモデル多様体とデータ多様体の最近接点を推定するアルゴリズムとして解釈すること，すなわ
ち EMアルゴリズムの幾何学的新解釈を提案している．

ベイズ信号処理の第 4.6節において，自由エネルギーと呼ばれる汎関数を最大化することで，EMアルゴリズムが
導出できることを示している．このノートでの EMアルゴリズムの議論は，この自由エネルギーを用いた議論を
小変更しただけのものであり，したがって，議論の筋道はそんなに目新しいものではない．

大きな違いは，（１）KLダイバージェンスの意味の明確化と（２）最適化する汎関数の意味付けにある．（２）に関
して，この情報幾何を用いた議論では，汎関数はモデル多様体とデータ多様体間の距離を表現した KLダイバー
ジェンスであるとの “かなり明瞭な”意味がある．一方，ベイズ信号処理のの第 4.6節の議論では，汎関数は「自
由エネルギー」と呼ばれる，なにやら得体のしれないものである．いかにも深遠な統計物理学の世界から借用し

てきた概念であると思わせて，質問を封じてはいるが，あらためて「それなんですか？」と聞かれたら困ってし

まうものである．

したがって，この情報幾何を用いた EMアルゴリズムの幾何学的解釈は，EMアルゴリズムの一般的説明として
は悪くない説明である．
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